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作者 简介 


王 明 新 ，1957 年 3 月 生 ， 河 南宁 陵 人 。1987 
年 9 月 至 1990 年 6 月 师 从 叶 其 孝 教授 攻读 博士 研 
究 生 。1990 年 8 月 至 1994 年 8 月 , 分 别 在 中 国 科 
学 院 数学 与 系统 科学 研究 院 系 统 科 学 研究 所 和 应 
用 数学 研究 所 做 博士 后 研究 工作 (协作 导师 : 丁 夏 
畦 院士 )。1994 年 8 月 调 入 东南 大 学 。 现 为 东南 大 
学 教授 ， 博 士 生 导 师 。 

长 期 从 事 偏 微分 方程 理论 与 应 用 的 研究 和 数 
学 教学 工作 。 主 要 研究 领域 为 非 线 性 偏 微分 方程 
和 生物 数学 ， 研 究 方向 涉及 非 线性 抛物 型 方程 和 方程 组 、 非 线性 椭圆 型 方程 组 和 
非 线性 双 曲 型 方程 组 。 在 国内 外 专业 杂志 发 表 论文 130 余 篇 ， 著 有 《 非 线 性 抛物 
型 方程 》《 数 学 物理 方程 》。 

多 次 访问 美国 Minnesota 大 学 、 香 港 科技 大 学 和 澳大利亚 Armedale 大 学 ,与 
新 加 坡 国 立 大 学 保持 长 期 的 合作 关系 。1992 年 获 教育 部 科技 进步 三 等 奖 (第 三 获奖 
人 ) 及 河南 省 青年 科技 奖 ，1997 年 获 江苏 省 首届 青年 科学 家 奖 提 名 奖 ，1998 年 获 
江苏 省 科技 进步 二 等 奖 (第 一 获奖 人 )，1999 年 获 教育 部 科技 进步 三 等 奖 (第 一 获奖 
人 )，1999 年 获 华 英文 化 教育 基金 奖 。 现 为 江苏 省 “333” 第 二 层次 培养 人 选 和 江 
苏 省 跨 世 纪 学 术 带 头 人 。 
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算 十 半 群 与 发 展 方程 


王 明 新 ”编著 


内 容 简 介 


本 书 系统 地 介绍 了 线性 算 子 半 群 的 基本 理论 及 其 在 发 展 方程 中 的 应 
用 . 全 书 共 分 为 八 章 : 前 两 章 是 预备 知识 ; 第 三 章 介绍 Co 半 群 和 解析 半 
群 的 基本 理论 ; 第 四 章 介绍 半 线 性 发 展 方程 的 抽象 结论 ; 第 五 章 和 第 六 章 
分 别 介绍 半 线 性 抛物 型 方程 和 波动 方程 ; 第 七 章 介绍 分 数 宕 算 子 、 分 数 寡 
空间 和 拟 线性 抛物 型 方程 ; 第 八 章 介 绍 Schrdinger 方程 . 本 书 的 特点 是 
强调 应 用 和 实例 . 书 中 内 容 深 入 浅 出 , 文字 通俗 易 懂 ， 并 配 有 适量 难 易 兼 
顾 的 习题 . 

本 书 可 作为 偏 微分 方程 、 动 力 系 统 、 泛 函 分 析 、 计 算数 学 、 控 制 论 方 
向 与 理工 科 相关 方 向 研究 生 的 教材 和 教学 参考 书 , 亦 可 作为 数学 、 工 程 等 
领域 的 青年 教师 和 科研 人 员 的 参考 书 . 
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《大 学 数学 科学 丛书 》 序 


按照 恩格斯 的 说 法 ， 数 学 是 研究 现实 世界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 . 从 
恩格斯 那 时 到 现在 ， 尽 管 数学 的 内 涵 已 经 大 大 拓展 了 ， 人 们 对 现实 世界 中 的 数量 
关系 和 空间 形式 的 认识 和 理解 已 今 非 苦 比 ， 数 学 科学 已 构成 包括 纯粹 数学 及 应 用 
数学 内 含 的 众多 分 支 学 科 和 许多 新 兴 交 又 学 科 的 庞大 的 科学 体系 ,但 思 格 斯 的 这 
一 说 法 仍然 是 对 数学 的 一 个 中 肯 而 又 相对 来 说 易于 为 公众 了 解 和 接受 的 概括 ， 科 
学 地 反映 了 数学 这 一 学 科 的 内 涵 . 正 由 于 忽略 了 物质 的 具体 型 态 和 属性 、 纯 粹 从 
数量 关系 和 空间 形式 的 角度 来 研究 现实 世界 ， 数 学 表现 出 高 度 抽 象 性 和 应 用 广泛 
性 的 特点 ， 具 有 特殊 的 公共 基础 地 位 ， 其 重要 性 得 到 普遍 的 认同 . 

整个 数学 的 发 展 史 是 和 人 类 物质 文明 和 精神 文明 的 发 展 史 交融 在 一 起 的 . 作 
为 一 种 先进 的 文化 ， 数 学 不 仅 在 人 类 文明 的 进程 中 一 直 起 着 积极 的 推动 作用 ， 而 
且 是 人 类 文明 的 一 个 重要 的 支柱 . ,数学 教育 对 于 启迪 心智 、 增 进 素 质 、 提 高 全 人 
类 文明 程度 的 必要 性 和 重要 性 已 得 到 空前 普遍 的 重视 . 数学 教育 本 质 是 一 种 素质 
教育 ; 学 习 数 学 ， 不 仅 要 学 到 许多 重要 的 数学 概念 、 方 法 和 结论 ， 更 要 着 重 领 会 
ee 
识 并 努力 体现 

人 
的 系列 ， 本 丛书 将 努力 贯彻 加 强 基础 、 面 向 前 沿 、 突 出 思想 、 关 注 应 用 和 方便 阅 
读 的 原则 ， 力 求 为 各 专业 的 大 学 本 科 生 或 研究 生 ( 包 括 硕 士 生 及 博士 生 ) 走 近 数 学 
科学 、 理 解数 学 科学 以 及 应 用 数学 科学 提供 必要 的 指引 和 有 力 的 帮助 ， 并 欢迎 其 
中 相当 一 些 能 被 广大 学 校 选 用 为 教材 ， 相 信 并 希望 在 各 方面 的 支持 及 帮助 下 ， 本 
丛书 将 会 念 出 念 好 . 


李 大 潜 
2003 年 12 月 27 日 
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作为 一 本 研究 生 教材 或 教学 参考 书 , 本 书 自 成 体系 . 书 中 介绍 了 有 界线 性 算 子 
半 群 的 基本 理论 及 其 在 发 展 方程 中 的 应 用 ， 同 时 还 介绍 了 几 种 处 理 半 线 性 抛物 型 
方程 、 半 线性 波动 方程 以 及 半 线 性 Schr5dinger 方程 的 初 边 值 问题 和 初 值 问题 解 的 
整体 存在 性 ， 以 及 解 在 有 限时 刻 爆破 的 方法 . 

随 着 近年 来 研究 生 的 扩招 ， 教 材 建设 已 成 为 各 高 校 研究 生 培 养 工作 中 耿 待 解 
决 的 一 项 头等 大 事 . 算 子 半 群 和 非 线 性 发 展 方程 ， 作 为 偏 微分 方程 、 动 力 系统 、 泛 
函 分 析 、 计 算数 学 等 相关 方向 研究 生 的 基础 课程 ， 编 写 一 本 合适 的 教材 是 有 意义 
的 . 近 十 年 来 ， 作 者 每 年 都 为 研究 生 讲 授 “ 算 子 半 群 与 发 展 方程 ”课程 .本 书 就 是 
在 该 课程 讲义 的 基础 上 ， 经 多 年 逐步 补充 、 修 改 完善 而 成 . 

含有 未 知 函 数 关 于 时 间 变 量 t 的 导数 ( 偏 导数 ) 的 微分 方程 称 为 发 展 方程 ， 
其 中 常 微分 方程 是 它 的 特例 . 因此 ,发 展 方程 是 一 个 范围 广泛 、 内 容 丰富 的 领域 
研究 发 展 方程 的 基本 理论 一 一 解 的 存在 性 、 唯 一 性 和 连续 依赖 性 的 常用 方法 有 两 
种 : 一 是 算 子 半 群 方法 ， 二 是 先 验 估计 结合 不 动 点 定理 . 这 两 种 方法 都 强烈 地 依赖 
于 微分 算 子 的 性 质 (也 可 以 说 是 椭圆 型 方程 解 的 先 验 估计 ) ， 本 书 采用 第 一 种 方法 
来 研究 发 展 方程 . 

常 微分 方程 初 值 问题 解 的 存在 性 、 唯 一 性 和 连续 依赖 性 ， 是 本 科 生 “ 常 微分 方 
程 ”课程 的 基本 内 容 ， 学 生 在 本 科 阶 段 就 已 经 了 解 并 熟练 掌握 了 处 理 的 方法 和 思 
想 ， 把 一 个 发 展 型 偏 微分 方程 写成 一 个 抽象 的 常 微分 方程 ， 从 而 可 以 借助 于 常 微 
分 方程 的 处 理 方 法 来 研究 非 线性 发 展 型 偏 微分 方程 解 的 存在 性 、 唯 一 性 和 连续 依 
赖 性 ， 这 是 一 个 十 分 自然 的 思路 . 由 于 此 时 解 的 值 域 不 再 是 及 , 而 是 一 个 Banach 
空间 ， 因 此 作为 预备 知识 ,本 书 的 第 一 章 介绍 了 抽象 函数 的 基本 性 质 和 结果 . 这 一 
章 也 是 定义 和 理解 发 展 方程 弱 解 的 基础 ， 如 果 学 时 不 够 , 本章 可 以 略 讲 . 在 这 种 情 
况 下 ， 建 议 用 一 个 课时 的 时 间 介 绍 一 些 基本 思想 ， 并 举 几 个 例子 ， 比 如 ， 解 释 空 间 
Z2([0,7T],Z2(O)) 以 及 veC(0T,Eo(GO)) 等 的 含义 ， 以 便于 学 生 自学 . 

把 一 个 发 展 型 偏 微分 方程 改写 成 一 个 抽象 的 常 微分 方程 w(t}+Au(t)=F(t, u(t))， 
该 常 微分 方程 中 含有 一 个 微分 算 子 4. 然而 ， 并 不 是 对 所 有 的 微分 算 子 4, 该 问题 
都 可 以 求解 . 本 书 的 第 二 章 介绍 一 类 重要 的 线性 算 子 一 一 增生 算 子 ， 并 阐述 了 线 
性 算 子 的 谱 和 共 入 算 子 的 一 些 结果 , 同时 还 给 出 了 偏 微分 方程 理论 中 的 一 些 实例 . 
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第 二 章 的 内 容 是 对 泛 函 分 析 课 程 的 补充 . 

在 前 两 章 的 基础 上 ， 第 三 章 引 入 Co 半 群 和 解析 半 群 ， 论 述 它 们 的 基本 性 质 以 
及 线性 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 . 第 四 章 讨论 半 线 性 发 展 方程 的 抽象 结论 , 研究 解 
的 存在 性 、 唯 一 性 、 连 续 依 赖 性 、 解 的 延 拓 ( 极 大 定义 解 ) 以 及 二 择 一 性 质 . 利用 第 
四 章 中 的 抽象 结果 , 在 第 五 章 和 第 六 章 中, 我 们 分 别 讨论 了 半 线 性 抛物 型 方程 和 半 
线性 波动 方程 ， 并 介绍 了 几 种 处 理 半 线 性 抛物 型 方程 和 波动 方程 的 初 边 值 问 题解 
的 整体 存在 以 及 解 在 有 限时 刻 爆 破 的 方法 . 在 半 线 性 抛物 型 方程 的 研究 中 ,最 大 值 
原理 发 挥 着 重要 作用 . 这 是 因为 在 最 大 值 原理 成 立时 ， 我 们 可 以 不 再 用 L? 方法 ， 
而 是 直接 用 Co 方法 来 讨论 解 的 性 质 ， 这 样 的 处 理 方法 运用 起 来 非常 简单 、 便 捷 . 
在 研究 半 线 性 波动 方程 时 ， 我 们 首先 在 空间 H1 x L? 中 引入 等 距 群 的 概念 ， 并 在 
此 空间 中 给 出 局 部 解 的 存在 性 .一 般 来 说 ， 这 种 局 部 解 仅 在 较 大 的 空间 L? x 五 一 
中 关于 上 是 可 微 的 . 为 了 得 到 解 在 空间 五 1 x L? 中 关于 上 的 可 微 性 质 ， 就 需要 对 初 
值 附 加 更 高 的 光滑 性 条 件 . 

第 七 章 介 绍 分 数 寡 算 子 和 分 数 宕 空间 及 其 对 于 拟 线性 抛物 型 方程 的 应 用 .这 
一 章 涉及 的 拟 线性 抛物 型 方程 的 最 简单 形式 是 wi 一 Av = f(w, Vu). 处 理 方法 是 通 
过 研究 分 数 军 空间 与 适当 的 Sobolev 空间 之 间 的 嵌入 关系 ,用 主 项 (Au) 来 控制 非 
线性 项 中 的 Vu, 进而 得 到 所 要 的 结果 . 把 本 章 的 结论 应 用 于 具体 问题 时 ， 寻 找 合 
适 的 “工作 空间 ”和 “分 数 宕 空间 ”是 成 功 与 否 的 关键 . 

本 书 的 最 后 一 章 ， 即 第 八 章 ， 介 绍 了 Schr6dinger 方程 的 的 一 些 基本 结论 ， 以 
及 非 线性 Schr5dinger 方程 的 初 值 问题 一 一 解 的 局 部 存在 性 、 整 体 存 在 性 和 有 限 
时 刻 爆破 . 

把 抽象 结果 运用 于 具体 的 发 展 方程 时 ， 选 取 合适 的 “工作 空间 ” (基本 Banach 空 
间 ) 至 关 重 要 ， 然 而 ， 为 了 选取 合适 的 “工作 空间 ”， 必 须 熟 悉 Sobolev 艇 入 定理 以 及 
椭圆 型 方程 的 先 验 估计 的 相关 结论 .通过 本 课程 的 学 习 ， 读 者 可 以 很 好 地 理解 这 一 点 . 

本 书 的 部 分 内 容 参 考 了 国内 外 出 版 的 一 些 教材 ， 请 参阅 所 附 的 参考 文献 . 本 书 
的 讲义 , 作者 在 东南 大 学 和 徐州 师范 大 学 为 研究 生 讲授 过 多 次 , 并 被 列 为 东南 大 学 
研究 生 优秀 课程 . 本 书 的 出 版 得 到 了 东南 大 学 科技 出 版 基金 和 国家 自然 科学 基金 
(No.19831060,10471022) 的 资助 ， 在 编写 讲义 和 成 书 的 过 程 中 ， 东 南大 学 的 师 生 ， 
特别 是 历届 偏 微分 方程 专业 的 研究 生 ， 都 提出 了 许多 宝贵 的 意见 ,在 此 一 并 致谢 . 
由 于 作者 学 识 所 限 ， 错 误 和 不 足 之 处 在 所 难免 ， 还 望 读者 予以 批评 指正 . 
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符 号 表 


NN- 维 实 欧 氏 空间 ， 及 = RR 
复 空 间 

数 域 及 或 C 

算 子 4 的 值 域 

算 子 4 的 核 ( 零 子 空间 ) 
表示 集合 {1, 2,…} 

嵌入 

等 价 


表示 集合 {a = (Qi1, , CN ): Qi € N}, 这 里 的 CQ 称 为 多 
重 指标 


从 XX 到 YY 的 连续 线性 算 子 空间 , 通常 记 L(X) = L(X,X) 
向 量 空间 X 的 拓扑 共 扼 空间 


带 有 范 数 ||wl|pca) = ul| 二 hwl| 的 Banach 空间 (D(A4), 
pca)), 其 中 4 是 一 个 具有 闭 图 象 的 线性 算 子 


在 0 内 具有 紧 支 集 的 实 值 或 复 值 C~ 函数 空间 

表示 函数 空间 C>(Q) = D(0) 

在 Q 内 具有 紧 支 集 的 连续 函数 空间 

空间 CO) 中 在 边界 59 上 取信 为 零 的 函数 空间 

表示 函数 空间 S(R”) = {vu € C”(R™): sup， |z2Deu| < 
w 对 所 有 多 重 指标 w 成 立 }， 通常 称 6 为 速 降 函 数 空间 
Q 上 的 分 布 函数 空间 

在 Q 上 可 测 并 且 luj? 可 积 的 函数 空间 (1 < p < oo) 


表示 范 数 (/ ran uv € Lr?(N) 


在 上 可 测 且 几乎 处 处 有 界 的 函数 空间 , ||ullw。 = inf{C > 
0: |w(z)| < C 几乎 处 处 成 立 } 


2 的 共 扼 指数 , 即 p = p/(p 一 1 1 入 D 世 oo 


D° 
W™?(0) 
Wo (9) 
D(I,X) 


D'(I, X) 


Cece(I,X) 
Co(I,X) 
Cpu (T,X) 
L?(I,X) 


L™?(I,X) 


W'?(1, X) 


符 号 表 


alal a 
表示 导数 Peron = (al … ,av), |a| = 全 
表示 函数 空间 {f € L?(0), D*f € 1L?(0), lal < m)}, 
lullwma = Dacm liD®ullp, H™(O) = W™* (0) 
空间 D(Q) 在 范 数 | ||wm,»z 下 的 闭 子 空间 ， H8"(0) = 
Wo™(0) 
从 了 I 到 XX 的 具有 紧 支 集 的 C” 函数 空间 
表示 集合 LC(D(I, X), 居 ), 取 值 于 XX 且 定 义 于 了 的 分 布 函 
数 空间 ， 当 ue D'(DX) 时 , 用 ww = 他 表示 孔 的 广义 
导数 
从 工 到 X 的 具有 紧 支 集 的 连续 函数 空间 
从 工 到 X 的 连续 有 界 函 数 空间 
从 了 到 X 的 一 致 连续 且 有 界 的 函数 空间 


从 了 到 天 的 可 测 函 数 空间 , 并 且 lwl| 在 工 上 可 积 ，1 < 
D< o0. 当 w€ LIL?(T,X) 时 ， 简 记 |lullp = lvllwr,x) = 


(f ras) 


从 了 到 X 可 测 且 几 乎 处 处 有 界 的 函数 空间 . 当 w € L™ (T,X) 
时 ， 简 记 jlullw = lwllz=rx) = inf{C >0:|ut)llx < C 

几乎 处 处 成 立 } 

表示 集合 {wu € L?(I, 针 ) ， 在 广义 导数 的 意义 下 ， uw € 

L?(I, X)}, lullywa,p ,x) 三 lull x) 二 wl cr,x) 
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第 一 章 预备 知识 


常 微分 方程 初 值 问题 解 的 存在 性 、 唯 一 性 和 连续 依赖 性 ， 是 本 科 生 “ 常 微分 
方程 ”课程 的 基本 内 容 . 学 生 在 本 科 阶 段 就 已 经 了 解 并 熟练 掌握 了 处 理 “ 解 的 存在 
性 、 唯 一 性 和 连续 依赖 性 ”的 方法 和 思想 . 把 一 个 发 展 型 偏 微分 方程 写成 一 个 抽象 
的 常 微分 方程 ， 并 利用 常 微分 方程 的 处 理 方法 来 研究 非 线性 发 展 型 偏 微 分 方程 解 
的 存在 性 、 唯 一 性 和 连续 依赖 性 ， 是 一 个 十 分 自然 的 思路 . 由 于 此 时 解 的 值 域 不 再 
是 RN, 而 是 一 个 Banach 空间 ， 因 此 作为 预备 知识 ,介绍 抽象 函数 的 基本 性 质 和 结 
果 是 必要 的 ， 这 一 章 也 是 定义 和 理解 发 展 方程 的 弱 解 的 基础 . 

本 章 总 假设 X 和 Y 均 为 Banach 空间 . 


81.1 Sobolerv 空间 


在 本 节 里 , 我 们 不 加 证 明 地 令 述 本 书 经 常用 到 的 Sobolev 空间 中 的 几 个 重要 结 
果 . 
设 9 是 RN 中 的 开 子 集 ， W”™?(Q), W0"?(Q) 表示 通常 的 Banach 空间 ， 当 
p=2 时 , 记 Wm™?(0) = Emo) = HP(O). 
定理 1.1.1 (Poincaré 不 等 式 ) 若 吕 有 界 ， 则 有 
ul < A Vuls, vue Hi(0), 


其 中 入 是 -A 在 Q 上 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 第 一 特征 值 . 

定理 1.1.2 若 Q 是 的 边界 Lipschitz 连续 ， 则 有 

Co 1 < p < 入, 那么 Wi?(9) 一 L2(0) 对 所 有 gq e 加 六] 成 立 ， 其 中 
2 ”三 N= 

(2) 如 果 p = NN, 那么 W*?(0) 一 2(9) 对 所 有 ge [p,o0) 成 立 ; 

(8) 如 果 p> N, 那 么 Hiz(O) Im)nCoe(D), 其 中 1 一 全 

定理 1.1.3 ”如果 在 定理 1.1.2 的 条 件 下 ， 进 一 步 假设 Q 是 有 界 的， 那么 在 定 
理 1.1.2 中 ,结论 (2) 和 (3) 中 的 嵌入 都 是 紧 的 ， 如果 又 有 gq € [p,p*), 那么 结论 (1) 
中 的 典 入 也 是 紧 的 . 

注 1.1.1 当 用 Wo2(9) 替代 W1?(Q) 时 ,即使 没有 关于 Q 的 光滑 性 假设 , 定 
理 1.1.2 和 定理 1.1.3 中 的 结论 仍然 成 立 . 
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上 述 结论 的 证 明 可 参见 文献 站. 下 面 的 内 插 不 等 式 的 证 明 可 参见 文献 [7]( 定 理 
9.3, p.24). 

定理 1.1.4 (内 播 不 等 式 ) 假设 1< gq,r < co, j, m 是 整数 旦 满足 0<j<m. 
假定 j/m < 9<1( 当 mm 一 ;一 N/r 是 非 负 整 数 时 ， 要 求 9 < 1),p 满足 


那么 存在 常数 C(a,77， m, 0, N), 使 得 
0 
> lpeull, < c( > lpro| ali, Vue D(RN). 
lal=; 


命题 1.1.5 (复合 法 则 HH) 设 下 :下 一 及 是 Lipschitz 连续 函数 ，1 < p< co. 
那么 对 所 有 wu e 厂 12(O), 函数 Fo e WH?(0). 此 外 , 若 记 人 W 是 下 的 不 可 微 点 的 
集合 (IN| = 0) ， 则 在 Q 内 ， 几 乎 处 处 成 立 


i (wu)Yu， 如 果 u NN， 
UU) 一 
0， 如 果 VE NN. 


推论 1.1.6 设 1<p< oo. 则 对 任意 we WH?(0), 有 w+ ,|u| € W117?(0), 
并 且 在 9 内 几乎 处 处 成 立 


Vu， 如 果 慷 > 0， 
Vut = 
0， ”如 果 w <0. 


lal=m 


81.2 抽 角 函数 


本 节 陈 述 后 面 将 要 用 到 的 有 关于 抽象 函数 的 积分 和 抽象 广义 函数 的 若干 结果 . 
给 定 一 个 Banach 空间 式 和 一 个 开 区 间 工 C R. 


1.2.1 可 测 函 数 


定义 1.2.1 称 函 数 f : 7T 一 X 是 可 测 的， 如 果 存 在 零 测 集 EC 了 和 序列 
{fn} c Ce(1,X), 使 得 记 ( 引 一 f(t) 在 I\E 上 成 立 . 

易 知 ， 如 果 : 一 X 可 测 ， 那么 | 上: 了 一 民 可 测 . 

命题 1.2.1 设 {f} 是 从 工 到 X 的 可 测 函 数 序列 . 车 1 : T 一 X, 并 且 
户 ( 一 f(t) 对 几乎 所 有 的 te 了 成 立 ， 则 三 是 可 测 的 . 
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证 明 首先 , 存在 零 测 集 CT, 使 得 在 I\E 上 ，fn 一 了 设 {fn,x} 是 具有 紧 
支 集 的 连续 函数 列 ， 并 且 fr,k 一 fn(k 一 00) 几乎 处 处 成 立 ， 对 序列 全 fn,x 一 所 旧 
应 用 Egorov 定理 知 ， 存 在 EC 了 满足 | 本 | < 2-", 使 得 在 T\ EB, 上 一 致 地 有 
fnk 一 fn. 设 k(n) 是 使 得 | sm 一 fn < lm 在 I\ En 上 成 立 的 下 标 ， 并 令 
gn = fnk(n). 取 下 = BU (人 mzoUnsm En), 则 |F| = 0. 对 任意 te I\F， 有 
户外 一 f(t). 另 一 方面 对 足够 大 的 nn 以 及 teET\ En, 有 gn 一 fn < 1/n. 于 是 ， 
gn(t) 一 f(t), 从 而 f 可 测 . 证 毕 . 

注 1.2.1 如 果 f: 民 一 关 和 ww: 了 一 民 都 可 测 ， 那么 f(y): 了 一 X 可 测 . 

注 1.2.2 设 {zs} 是 成 中 的 序列 ，{9。} 是 工 中 的 一 列 可 测 子 集 . 若 对 任意 
1 大 记 都 有 90inoi = 2 则 2 TnXon 可 测 . 

引 理 1.2.203] 设 X 是 可 分 的 Banach 空间 ， X* 是 它 的 对 偶 空 间 . 若 5S* 是 
X* 中 的 单位 球 ， 则 在 S* 中 存在 序列 {z4}, 使 得 对 任意 we S*, 都 有 该 序列 的 子 
序列 {z4,), 满足 x (z) 一 z(z) 对 所 有 zeX 成 立 . 

证 明 取 X 中 的 稠密 点 列 {zn}. 对 每 一 个 mw 按 如 下 方式 定义 从 5* 到 (mn) 
的 映射 FP: 

F(x) = (7 (71), ,2 (Tn)), Vr ES. 


因为 2(n) 是 可 分 的 ， 所 以 存在 5* 中 的 序列 {z,}, 使 得 Fs({z4,】) 在 Fn(5*) 中 
稠密 .特别 地 ， 对 任意 ze 5*, 存在 zw，E {z%,}, 使 得 


lz (cj) — zn (THN <1/n, YI 和 和. 


由 此 推出 ,， 当 一 co 时 ， zs (zj) 一 7/(2j) 对 所 有 jEN 成立 由 于 {zn} 在 X 
中 稠密 ， 因 此 当 ”一 co 时， 对 任意 ze X, 均 有 ze (7) 一 2 (7Z). 故 引 理 成 立 . 
证 毕 . 

定理 1.2.3 (Pettis 定理 ) 设 f : 工 一 和 ,那么 三 可 测 当 且 仅 当 以 下 两 个 条 件 
同时 成 立 : 

(1) 是 弱 可 测 的 (对 任意 z'e X*, 函数 上 (z', f(t)) 可 测 ) ; 

(2) 存在 零 测 集 W c 了 使 得 f(T \N) 是 可 分 的 . 

证 明 因为 f 可 测 , 所 以 f 弱 可 测 . 设 {fn}C Ce(1,XX), 使 得 一 f 在 I\N 
上 成 立 ， 其 中 |IN| = 0. 显而易见 ， fn(I\N) 是 可 分 的 ， 从 而 f(T\N) 也 是 可 分 
的 . 

反之 , 假设 JI) 是 可 分 的 ， 于 是 ， XX 也 是 可 分 的 (可 用 包含 f(7) 的 XX 的 最 
小 闭 子 空间 来 代替 X) . 
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对 于 z € XX, 我 们 断言 ， 函 数 上 一 | 7 一 zl 可 测 ， 事实 上 ， 对 所 有 a > 0, 有 
{t: 7 的 -zl<o= () {t: lz (F(t) — 2)| ga). 


llz’llg1 


由 引 理 1.2.2 可 得 


{t: [ft) -zl so}= ft{t: ea(flt) — 7)| < oj 
你 之 0 
易 见 ， 等 号 右边 的 集合 是 可 测 的 ， 因 而 函数 t 忆 f(t) 一 2 上 可 测 . 
对 于 每 一 个 n € N. 由 于 集合 f(7) 是 可 分 的 ， 故 它 可 以 被 可 数 个 以 zn,; 为 球 
心 、 以 1/n 为 半径 的 球 Bn (Tn,;) 来 覆盖 . 考察 从 I 到 XX 的 映射 fi 


fn = > Tn,j XNn,j) 
其 中 


Qn,0 = {t: f(t) € Bn (Tn,0))}, Qn,; = {t: f(t) € Bn (Zn;)} \ (J Bn (Tn,i). 
0&i<I 

显然 ， 9 两 两 不 交 ， 由 刚才 证 过 的 结论 知 ， 9 可 测 . 利用 注 1.2.2 便 知 ， 到 
可 测 ， 另 一 方面 ， 根 据 f 的 构造 易 知 ， fn() 一 了 (加 < 1/n 对 所 有 te 了 成 了 . 
运用 命题 1.2.1 便 可 推出 f 可 测 . 证 毕 . 

推论 1.2.4 车: 1 一 X 弱 连 续 (ts 一 一 > f(t) 一 f(t) 在 X 中 成 立 ) ， 
则 f 可 测 . 

推论 1.2.5 设 {fn} 是 从 IT 到 XX 的 可 测 函 数列 ，f: 了 一 XX. 如 果 对 几乎 所 
有 的 te 了 ,都 有 fn(t) 一 fl) 成立 ,那么 f 可 测 . 


1.2.2 可 积 函 数 


设 je Cc(T, 针 ), 则 存在 常数 a < 满足 ， [oa CT 在 I\[a,b] 上 f=0. 用 
An 表示 [a, bb] 的 分 割 ， 


a=to<t <to:……<tn=b, 


1 Ee ff 全 
并 记 A od {titl ws 3 


zn = f(t)(tir -ti) 


i=0 
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同 于 实 值 函 数 的 Riemann 积分 ， 可 以 证 明 : 当 ||Anl| 一 0 时， {zn} 是 蕊 中 的 基 
本 列 . 故 存 在 ze 已, 使 得 


Zn f(ti)(tit1 —ti) =7. 


lim 
lAnll=0 i To 一 0 


对 任意 的 i € (t,tit1), 若 记 
n—1 
bn = Df (ni)(titi — &), 
i=0 
则 还 可 以 证 明 
Tn 工 f(ri)(titi—ti)=7. 


lim 
IAno 一 NA: 人 .04 
定义 
z= /yd 
称 为 抽象 函数 f 的 Riemann 积分 ， 按 此 和 定义 ， 容易 证 明 
| /rd < / flat, YecCe( 和) 
I I 


定义 1.2.2 称 可 测 函 数 /: 了 ,区 是 可 积 的 ,如 果 存在 序列 { 户 } c Ce(I,X)， 
使 得 
/ fs) = f(at = 0. 

注 1.2.3 因为 函数 | - 用 非 负 可 测 ， 所 以 上 上 所 (6) 一 f(Dllat 有 意义 . 

命题 1.2.6 设 f : 1 ，X 可 积 ， 则 存在 z & X, 使 得 对 满足 上 Pb 一 
f(D)ldt 一 0 的 任意 序列 {fs} Cc Ce(1,X), 都 有 / falt)dt = 7. 

证 明 因为 

[frat f toto < -7Olat+ f hial) fC 


所 以 / 六 人 此 是 Cauchy 列 , 设 其 极限 为 = eX. 任 取 满 足 / lign(t) — f(at = 0 
的 序列 {go}. 因为 


| /saat < / len = flat+ /lia = f(a+ | /Pod -中 
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所 以 上 
定义 1.2.3 把 上 面 得 到 的 极限 x 记 为 / f(b)qt, 或 / f(Ddt. BG I = (ao 


b a b 
时 ， 也 写成 / Hbdt 因为 对 实 值 函 数 来 说 ， / f(b)dt = — | Hbdt, 所 以 这 种 
记 法 更 为 方便 
命题 1.2.7 (Bochner 定理 ) 设 :了 一 X 可 测 ， 那么 了 可 积 当 且 仅 当 | 州 可 


积 ， 此 外 ， 还 有 
| fi dd < / lf lat. 


证 明 假设 f 可 积 ， 则 对 满足 上 1 六 -FDIdt -0 的 任意 序列 {f} cc 


Ce 2， 都 有 |PE1 记 | + 一 ,从 而 | 可 积 . 
反之 , 假设 | | 可 积 . 设 序列 ge Ce(7, 了 R) 满足 , 在 Za(D) 中 om 一 |, 并且 
存在 ge L1(), 使 得 ga| < 9 几乎 处 处 成 立 ， 选 取 序列 {所} c C(I,X), 使 得 几乎 
WU, 二 |gn| 
We 
则 有 ju < 9 e L107), 并 且 ws 一 几乎 处 处 成 立 ， 于 是 | lua(b 一 Flldt 一 0， 


因而 f 可 积 .此 外 ， 由 Fatou 引 理 得 
[fread < on, | f ena < am f hunt = f lr ha 
证 毕 
推论 1.2.8 (控制 收敛 定理 ) 设 { 户 } : [一 区 是 可 积 函数 列 ，g: 了 一 Rt 是 
可 积 函数 ， 了: 了 一 X. 如 果 在 了 上 几乎 处 处 成 立 


lfnl <g, vneN; f= 
那么 f 可 积 ， 且 有 / f(t)dt = lim / fn(t)dt. 

I 多 一 OO I 
1.2.3 ”LIL?(T, 久 ) 空 间 


定义 1.2.4 设 pe [1,oo]. 把 满足 |7(J|| e Ze(D) 的 所 有 可 测 函 数 :了 一 XX 
的 集合 (等 价 类 ) 记 作 LP(I,X). 对 fe LP(I,X), 定义 


ls = fu OPas) ， ea 


esssup f(t), p= co. 
telI 
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命题 1.2.9 (LIL?(I,X), | |p) 是 Banach 空间 .如果 p < oo, 那么 D(I,XX) 在 
LP(I,X) 中 稠密 . 
证 明 类 似 于 实 值 函 数 的 情况 (特别 地 ，D(I,X) 的 稠密 性 可 利用 截断 函数 和 
卷 积 得 到 ) . 
注 1.2.4 若 fe€ LP?(I,X),g € L? (T,X*), 则 函数 (g(t), f(t))x*,x 在 I 上 可 
积 ， 且 有 
f Me, 7x xlat < fle lg 


下 面 的 结论 与 前 面 的 注 有 关 ， 其 证 明 要 比 实 值 函 数 的 情形 困难 得 多 . 
定理 1.2.10 设 1<gp< o,X 是 自 反 的 或 XX* 是 可 分 的 ， 则 (IL?(I,X))* 必 
LP? (T,XX*). 此 外 ， 如果 1 <p< oo, 且 针 是 自 反 的 ， 那么 L?(IT,XX) 也 是 自 反 的 . 
证 明 参 见 文献 [6] 第 13 章 定 理 8 的 推论 1 . 
注 1.2.5 设 I 有 界 ，1 < gq <&p&o%, 则 L?(IT,X) 一 L3(IT,X). 
定义 1.2.5 设 1<pgo, 记 


项。(DX) = {f: 了 一 六 | 对 任意 紧 区 间 J CT 有 fl eI?(J，X)} 


命题 1.2.11 设 4:D(4) Cc X 一 Y 是 闭 线性 算 子 ，f : I 一 D(4). 如 果 
fe LL,X), 且 Af e LA(1,Y), 那么 / jbdt e D(4), 且 
I 


A f(t)dt = 上 4F(t)dt 


证 明 参 见 文献 [10] 的 定理 4.2.10 . 

命题 1.2.12 设 AeL(X,Y). 车 fe€L?(I,X), 则 Af € IL?(I,Y), 且 Afllp < 
14leccnlyle. 特别 地 ， 当 fe (T,X) 时 ， 还 成 立 A( fat) = / Af(Oat 

证 明 首先 讨论 p < oo 的 情况 ， 当 fe D(I, XX) 时 ,结论 显然 成 立 . 对 于 一 般 
情况 ， 可 利用 稠密 性 (命题 1.2.9) 进行 论证 ， 当 p = oo 时 ， 显 然 Af 可 测 ， 并 且 


1Af ly < lAllecx,y) lf lx < lAllccx,r) fl 


对 几乎 所 有 的 t e I 成立， 从 而 第 一 个 结论 成 立 ， 后 一 个 结论 可 由 命题 1.2.11 得 
到 ， 证 毕 . 

命题 1.2.11 和 命题 1.2.12 在 本 书 中 是 非常 重要 的 ， 将 多 次 用 于 后 续 章节 的 证 
明 中 . 

推论 1.2.13 若 铸 一 Ye Li(I,XX), 则 fe Li(I,Y), 并且 ff 在 空间 XX 和 
空间 了 中 的 积分 相等 . 
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命题 1.2.14 设 1<p<g o,f :了 T 一 久 . 如 果 {fn} 是 L?(T,X) 中 的 有 界 
列 ， 并 且 对 几乎 所 有 的 t € JT, 有 fn() 一 f(t)( 弱 收敛 ) . 那么 fs LP?(I,X), 且 
flls < liminf ll jl 

证 明 由 推论 1.2.5 知 ， 了 可 测 . 定义 g 和 9 如 下 


gn(t) = iof FeO gb = lim, gn(0), . 


则 gb = liminf f(D 几乎 处 处 成 立 ， 因 为 g(t) < |7n(b 几乎 处 处 成 立 ， 利 用 
单调 收敛 定理 知 ，9 可 积 ， 且 有 liglls = lim llgnlis. 再 利用 范 数 的 弱 下 半 连 续 性 ， 
推出 


lflls < llglls = lim llgnllp < lim inf || jl 


nO0 


证 毕 . 
1.2.4 ”抽象 函数 的 导数 


定义 1.2.6 设 f:T 一 X,to ET. 如 果 di 上 7 的 一 Ato 咱 一 0 则 称 了 在 点 如 
连续 . 若 /在 工 中 的 每 一 点 都 连续 ， 则 称 f 在 工 上 连续 ， 
定义 1.2.7 设 f: 一 XX, to EI. 车 存在 zo € XXX, 使 得 


im | j to 十 9- f(to) _ zol 二 


om, 
则 称 f(t) 在 点 t= to 处 可 微 ， zo 称 为 f(t) 在 点 to 处 的 导数 ， 即 
A (to + At) — f(to) 
At . 
如 果 f(t) 在 了 I 中 的 每 一 点 都 是 可 微 的 , 则 称 f(t) 在 工 上 可 微 . 导 函 数 f(t) : I 一 XX 
定理 1.2.15 (1) 若 f'(t) 在 T= [ab 上 连续 ， 则 Newton-Leibniz 公式 成 立 ， 


f'(to) = dim 


即 
f Fat= 70 -700). (1.D) 
(2) 车 (6) 在 [w 引 上 连续 ， 且 在 (已 内 可 微 ， 则 存在 a < 《 < b, 使 得 
ly -FO < 6- NFA. 
(3) 假设 f(t) 在 fo 上 连续 . 令 


y 的 = [ f(as, a<t<b, 
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则 y(t#) 在 [a,9] 上 可 微 ， 且 有 y(t) = f(t), Yast<gb. 
证 明 (1) 任 取 五 e X*, 考察 [o, 引 上 的 实 函 数 g(t) = F(f()). 容易 看 出 ， 对 
a 区 tb 有 g(t)= FF(f'(t)), 并且 9g'(t) 在 [a,b| 上 连续 . 由 实 函 数 的 Newton-Leibniz 
公式 得 
/ g'(t)dt = g(b) — g(a) = F(f(b)) — F(f(0)). 
利用 命题 1.2.12, 便 有 


b b b 
| / re] 1 F(Pb)dt = / g'(bdt = F(F(O)) — F(f (0)), 
即 
( / f(t)dt — f(b) + =0. 


由 Fe X* 的 任意 性 即 知 ， (1.1) 式 成 立 . 
(2) 由 Hahn-Banach 定理 知 , 存在 eX*, 使 得 | =1, 并 且 F(f(b) 一 f(a)) = 
上 f(b) 一 了 (oj) 令 g(t) = 邱 (f(t)). 利用 微分 中 值 定理 知 ， 存 在 < 上 < b 使 得 
|f(6) — flo)|| = g(b) — g(a) = 9g"(€)(6— 0a) = F(F(é))(2 — 0) 
< |FI- FONGC -0) = 1F (0 — 0). 


(3) 任 取 te lo 中 对 上 > 0 由 f(#) 的 连续 性 知 ， 存 在 5 > 0, 使 得 当 |t-s| <5 
时 ，]f( 引 一 f(s)| < e 于 是 ， 当 |At| < 5 时 ， 就 有 
大 t+At 
= -yo= | 过 | f(s) — (oad 


t 十 At 
< 到 / f(s) - f(Dlas 


1 t 十 At 
二 太 
[Ad| / Eads € 


因此 由 t 的 任意 性 知 ，y(t) = f(t) 在 [a,9] 上 成 立 . 证 毕 . 
1.2.5 ”抽象 广义 函数 


定义 1.2.8 记 空 间 C(D(D), 蕊 ) 为 D'(I,X), 称 之 为 TI 上 的 一 值 广义 函数 空 
间 . 对 任意 TED'(I,X) 和 we€D(D), 记 (T,y)=T(y)€EX. 
注 1.2.6 设 feLi.(I,XX), 令 


(rn0) = fia veen. 
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由 此 定义 了 一 个 广义 函数 Ts eD'(7X). 有 时 也 用 f 来 表示 Ty. 
定义 1.2.9 设 TeD'(I,X), 定义 TT 的 广义 导数 T'E D'(I,X) 为 
(T',p)=-(T,p), YPpEeDOD. 
命题 1.2.16 设 1<p<o,feI?(R,X). 令 
1 t+th 
Thf(0) = / fls)ds, teR,h@#0, 


则 hf € L?(R,XX) 中 Cs(RR, 义 ), 并 且 当 hh 一 0 时 , 对 几乎 所 有 的 t, 在 L?(R,XX) 中 ， 
有 Tnf 一 f. 
证 明 利用 Hilder 不 等 式 ， 易 证 Th,f es C(R, 义 ), 同时 


t+h 
[nOP < 而 | (lras. 


因此 (不 妨 认 为 h > 0) 
1 t+th 
人 上 myGOIPdt < = 人 | f(s) lrdsdt 


=- 站/ os/ hr 


= f lss)leas. 
及 


由 此 推出 ， Th E CCZP( 取 ,X)), 且 有 7T5|| < 1. 仿 hn = Th 一 了 则 hnllecrr) < 2. 
选取 序列 {f%} C D(R,X), 使 得 在 L?(R,X) 上 ， fn 一 f. 于 是 
AnfC)lp < lAn(fn() — FC) lp + | Anfnl)lly 
< 2]fn(°) — fC) + lArfnC)ly. 

对 任意 固定 的 s > 0, 存在 适当 大 的 n, 使 得 fr(-) 一 f(-) 咱 < e/4. 固定 这 样 的 mw， 
则 由 {f} C D(R,X) 知 ， 存 在 5 > 0, 使 得 当 |h| < 6 时 ， hnfnllp < e/2. 故 
Anfllp 一 0. 证 毕 . 

推论 1.2.17 设 fe 区 (T,X), 并 且 作 为 D'(I,XX) 中 的 元 素 f=0. 则 f=0 
几乎 处 处 成 立 ， 

证 明 首先 断言 ， 如 果 7 是 了 的 一 个 闭 于 区 间 , 那么 /f(t)dt = 0. 事实 上 ， 
取 {pn} CD(T) 满足 pn < 1, 且 pn 一 XJ 几乎 处 处 成 立 ， 则 有 


/ a 庙 / 人 
J nO0 I 侯 一 OOD 
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固定 任意 闭 子 区 间 J C 7, 考察 按 如 下 方式 所 定义 的 fe Li1(R, 久 ) : 
f(t)=ft), teyJ; f(t)=0, tg¢. 


由 此 推出 ， 对 所 有 h > 0, Thf = 0 成立. 利用 命题 1.2.16 便 知 ， f= 0 几乎 处 处 成 
立 . 于 是 ， 在 / 上 几乎 处 处 有 f = 0. 由 J 的 任意 性 知 ， , f = 0 几乎 处 处 成 立 . 
推论 1.2.18 设 geLl(T,X),to eI. 令 f(t)= / g(s)ds €E CT X). 则 有 
(1) f=g 在 D'(I,XX) 中 成 立 ; 
(2) f 几乎 处 处 可 微 ， 且 f' = 9 几乎 处 处 成 立 . 
证 明 同 于 前 面 的 推导 ， 我 们 仅 考 虑 I= 及 和 9e Li(R, 久 ) 的 情况 ， 因 为 
nat) = {+ -10, 
所 以 由 命题 1.2.16 可 推出 结论 (2) . 
下 证 结论 (1) . 任 取 pe D(R), 则 有 
a 上 f(t)p (Dat. 
了 及 


进一步 还 有 ， 当 hh 一 0 时 ， 在 民 上 一 致 地 成 立 
p(t+ 本 A 
因此 ， 由 命题 1.2.16 得 
90- -hm /0 a 
= -四 /eg 站- 
= lim 上 T_ngpdt = (g, 9). 


故 结论 (1) 成 立 . 
命题 1.2.19 设 TeD'(I,X) 满足 T' = 0, 则 存在 zo € 和 ,使 得 在 D'(I,XX) 
上 ， 工 = zo, 即 
(m= fv wen 


证 明 取 6 e D(D 满足 fet -1. 记 zo = (T, 9)， 取 pe€ D(J) 使 得 
suppbUsuppp C (a,b) CI. 再 取 to ET 满足 to <a. 定义 EDOD 为 


wo= | | (sg -0 [va ) as, te 
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Ww =p-0 / Pldt. 


于 是 ， 有 
0=-T,D = (TW) = (0) -ef rae 
即 
(2) = Zo / 人 dt， 
证 毕 . 


1.2.6 WH?(I, 六) 空间 


定义 1.2.10 设 1<p<goo0. 用 W117?(T, 久 ) 表示 在 D'(I, 针 ) 意义 下 满足 PE 
L?(I,X) 的 所 有 L?(I1, 久 ) 中 的 函数 f( 或 其 等 价 类 ) 的 全 体 . 对 于 f € WP?(I,X)， 
定义 fws = fllp + fF' lly: 

命题 1.2.20 (W217?(T, 六 ), wuz) 是 Banach 空间 . 

证 明 与 实 值 函 数 的 情况 类 似 . 

定理 1.2.21 设 1<p< o,f EL?(I,X), 那么 以 下 结论 等 价 : 

(1) f EeE WH?(I, X); , 

(2) 存在 gE L?(T,X), 使 得 对 几乎 所 有 的 如 ,上 te 三 有 f(t) = f(to) 十 / g(s)ds; 

(3) 存在 ge€L?(I,XX), zo E 六 以 及 to ET, 使 得 f(t)= zo 十 | sas 对 几乎 
所 有 的 te 了 成 立 ; 

(4) j 绝对 连续 、 几 乎 处 处 可 徽 ， 且 f' € L?(I, XX); 

(5) 了 弱 绝对 连续 、 几 乎 处 处 弱 可 微 ， 且 f' € L?(I,X). 

证 明 (1) 一 >(2) 设 to eI. 对 任意 tel, 令 


w(t) = f(0) — f(to) - | f'(s)ds. 


由 推论 1.2.18 知 ， 作 为 广义 函数 w = 0. 从 而 由 命题 1.2.19 知 ， 存 在 zo € XX, 作为 
广义 函数 w = zo. 因为 w(to) = 0, 再 由 推论 1.2.17 知 ，w = 0 几乎 处 处 成 立 ， 这 
说 明 结论 (2) 成 立 . 

(2) 一 (3) 是 显然 的 . 

(3) 一 (4) 改变 f 在 零 测 集 上 的 值 ， 不 妨 认为 


1@=m+ { slo)ds vtel. 
to 
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从 而 由 推论 1.2.18 知 ， 结 论 (4) 成 立 . 
(4) 一 (5) 是 显然 的 . 
(5) 一 (1) 设 g 是 f 的 弱 导 数 . 对 to ET, 令 


1 汪 在 | os。 流 写 六 


由 推论 1.2.18 知 ， yp 几乎 处 处 弱 可 徽 ， 其 弱 导 数 几乎 处 处 为 0. 

任 取 ze X*, 定义 w(t) = (z', p(t)). 那么 人 绝对 连续 、 几 乎 处 处 可 微 ， 并 且 
w(t) = 0 几乎 处 处 成 立 . 由 Wto) 三 0 推 得 w(t) 三 0. 由 Y 的 任意 性 即 知 ，2(b 三 0. 
故 由 推论 1.2.18 可 得 结论 (1) .证 毕 . 

推论 1.2.22 设 1 乏 p 芯 co, 则 作 12( 大) 一 Cbw(I,X). 

证 明 因为 对 任意 的 je W'?(I, 关 ), 有 


t 
1 的 - Fall< /la vs,tel, 


由 此 即 可 推出 f 的 一 致 连续 性 .下 证 f 的 有 界 性 . 
令 h() = 有 (0), 则 


Ih(t) — h(s)| < Nf C2) — Fa). 


由 此 推出 
nd -nol< /Ilan vs,tel. 


于 是 ，h 绝对 连续 且 || < AP e L?(T) 几乎 处 处 成 立 ， 这 蕴涵 hE W ?7(7) 一 
L%( 了 ). 从 而 f 有 界 ， 故 je C(I,X). 证 毕 . 
推论 1.2.23 如果 I 有 界 ， 那 么 C(I,XX) 在 W!'?(I, 针 ) 中 稠密 . 
证 明 设 feW?(I,XX). 取 序 列 {gn} C D(T, 义 ), 使 得 在 L?(T, XX) 上 ， gn 一 
f'. 对 to ET 定义 | 
f(D) = F(to) + f gn(s)as 


易 证 fr Cece(TX), 并 上 且 在 W1?(T, 针 ) 上 ， 所 一 了 .证 毕 . 
推论 1.2.24 设 1<p<o, 则 Wi?(T, 针 ) 0C%*(T,XX), 其 中 a= (1)/p. 
推论 1.2.25 设 I= (a,0b),1 < p< o,f € Wh?(I,X), 则 对 任意 cE 了, 当 
h\0 时 , 在 L?((a,c), 了 X) 上， 有 


(Eh) = / 
人 
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证 明 在 民 上 把 了 延 拓 为 函数 fe W1?(R,XX), 利用 命题 1.2.16 和 定理 1.2.21 
即 得 结论 . 

定理 1.2.26 设 半 是 自 反 的 ，1 < p< o,f € Lr(I,X). 那么 fe WY?(I,X) 
当 且 仅 当 存在 pe L?(7, 有), 使 得 


f(D) -FO < | /as 


(1.2) 


对 几乎 所 有 的 tr e 了 成 立 . 此 外 , 若 (1.2) 式 成 立 , 还 有 |jPllzstrao 和 jiellzsm， 

证 明 易 见 必要 性 成 立 (可 取 p() = | PC 有 . 

现 证 充分 性 . 注意 到 X 是 完备 的 ， 于 是 改变 了 在 零 测 集 上 的 值 , 可 使 (1.2) 式 
对 所 有 t,7 € 了 成立， 特别 地 ， f 是 连续 的 ， 并 且 可 以 只 考虑 了 = 民 的 情况 .由 
(1.2) 式 知 ， f(R) 是 可 分 的 ， 不 妨 认 为 X 是 可 分 的 (车 不 然 ， 可 以 在 包含 f(R) 的 
X 的 最 小 闭 子 空间 上 研究 ) ， 从 而 X* 也 是 可 分 的 ， 对 任意 及 > 0, 定义 

六 = + 包 一 /的 
当 Dp= oo 时， 显而易见 有 在 ZP(R,X) 上 关于 hh 有 界 . 当 p < co 时， 由 Hilder 不 
等 式 得 网 
nOP < llas. 


在 及 上 积分 上 式 ， 就 推出 


t+h 
[ima s/f loasat 


=#/ /eoPats = [lopPas (1.3) 


这 说 明 fi 在 Z2P( 了 ,和 X) 上 关于 h 有 界 . 设 序列 {z%} 在 X* 中 稠密 . 对 任意 n, 函数 
Yn(t) = (zn, f(t)) 满足 


n(n) — wn (ON < leg /wa 


由 此 知 ， Yn 在 及 上 绝对 连续 ， 从 而 如 在 及 \BE。 上 可 微 ， 其 中 |En| = 0. 令 
互 =UEn, 则 |E|=0. 对 所 有 teER\E 与 neN, 当 hh 一 0 时 ，(zn, fh(b)) 一 (0: 
令 忆 是 yp 的 Lebesgue 点 集 的 余 集 (可 知 | 下 =0). 由 (1.2) 式 知 ， 只 要 h 充分 小 ， 
那么 对 任意 te R\F, 都 有 f(t) < K(t) < oo. 因为 对 任意 te R\(EU), 上) 
是 有 界 的 ， 并 且 X 是 自 反 的 ， 所 以 存在 序列 hn, 一 0 ( 仍 记 为 h) 及 w(t) € X, 使 得 
当 h 一 0 时 ， f(t) 一 w(t). 
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此 外 ， 对 任意 ne N 有 (zf vb) = Vn(). 因为 序列 {24} 在 XX* 中 釉 密 ， 所 
以 w(t) 不 依赖 于 序列 {hn} 的 选取 ,因而 f.(2) 一 w(t) 总 成 立 . 由 命题 1.2.14 知 ， 
w € L?(R, X), 且 jlwllLrcr,x) < llellzzorag， 再 利用 定理 1.2.21 的 结论 (5) 及 推论 
1.2.18 可 知 ， je W1?(R, 半 ) 且 f' = w. 证 毕 . 

由 此 即 可 推出 以 下 结论 . 

推论 1.2.27 设 久 是 自 反 的 ，f : I 一半 是 有 界 的 Lipschitz 连续 函数 ， 
Lipschitz 常数 记 为 L. 那么 fe W™%(I,X), 且 有 上 fw 和 过 

推论 1.2.28 设 久 是 自 反 的 ，1 <p < co, 序列 {f} 在 本 12(7 和 ) 上 有 界 . 
车 存在 f : I 一 久 , 使 得 f(t) 一 f(t) 在 TT 上 几乎 处 处 成 立 ， 则 fe W1?(T,X), 且 
有 F's < lim inf | 入 

证 明 由 命题 1.2.14 知 ，f € L?(I,X). 设 瑟 是 一 个 零 测 集 , 使 得 f(t) 一 f(t) 
在 I\E 上 成 立 ， 那么 对 任意 满足 t<7 的 t,T EIN\E, 有 

[7 ~ FODN < lim inf fn(b) — fn ODN < lim inf | | yn(s)llds. (1.4) 


有 一 OO 


令 pn = 种 , 则 pr 在 L?(I,R) 上 有 界 .因而 存在 子 序 列 {pn} 及 函数 pp € ZP(7 及 )， 
使 得 在 L?(T,RR) 上 ， pn 一 yp( 当 p= co 时 ， 此 处 的 收敛 为 弱 -x 收敛 ) ， 并 且 
lim inf lol = lim inf lpnllp. 特别 有 


人/ ns / se (1.5) 
[ls < Hirinf fl (1) 
由 (1.4) 式 及 (1.5) 式 可 得 
MO-7OI< vid vbrent<r 
所 以 fe 本 12z(7 X)( 定 理 1.2.26) ， 再 由 (1.6) 式 即 得 结论 ， 证 毕 . 
习 题 一 


1.1 设 Q CR 是 有 界 光 滑 区 域 ， 用 入 表示 一 人 在 Q 上 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 
第 一 特征 值 ， m > 一 和 . 利用 Poincaré 不 等 式 证 明 : 


(f (vu + mas) 


等 价 于 通常 意义 下 HH3(Q) 中 的 范 数 ( 上 [vaPaz) 
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1.2 设 QcRAN 是 有 界 光滑 区 域 ，0 < 了 < 0,1 < p,q < o0,0<a<1. 分 别 写 出 下 列 
各 空间 的 范 数 : 

(1) £3?((0,T), L?(0)); 

(2 L™((0, T), L?(0)); 

(3) C([0, T], L?(0)); 

(4) W™((0,T), L?(0)); 

(5) La((0,T), WY?(0)); 

(6) L?((0,T),C°(0)); 

(7) C®([0,T], L?(0)), 
并 证 明 C([0, 了 T, L?(Q)) 是 Banach 空间 . 

1.3 证 明 命题 1.2.11 的 一 个 特殊 情形 ;假设 4 : D(A4) 5 XX 一 XX 是 闭 线性 算 子 ， 如 果 
让: [a,0] D(A4), f 和 Af 在 [a6] 上 Riemann 可 积 ， 则 / f(t)dt e D(A) 且 


ee 


4 / “f(t)dt = / “Af()dt. 
1.4 证 明 注 1.2.4 . 
1.5 设 a,6B,0>0. 令 


(1 十 好 ) 
|z|l(1L 十 jz)2 7 


试 确定 p 和 4 的 值 ， 使 得 f € Z2((0,co), ZP(R、)), 并 求 出 fe 以 及 fi 的 算 子 范 数 . 
1.6 设 ae(0,1), 并 记 B1(0) = {z= (zi1,22) : 7? 十 2z2 < 1}. 对 于 


f(t,7) = ZERN,t>0. 


t1/271 十 tz2 
(lzi| 十 2lzz|)1+e 


试 确定 p, 使 得 f e C([0, 1], L?(B1(0))), 并 证 明 f : [0,1] 一 L?(B1(0)) 是 Lipschitz 连续 的 . 
1.7 证 明 推 论 1.2.24 . 


f(t,7) = x € Bi(0), t € [0,1]. 
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本 节 叙 述 有 关 Banach 空间 和 线性 算 子 的 一 些 结论 . 

定义 2.1.1 设 X 和 Y 都 是 Banach 空间 ， 4 :XX 一 Y 是 线性 映射 . 集合 
G(4) = {(z,y) EXxY:zeD(4),y= Az} 称 为 4 的 图 . 

定理 2.1.1 ( 闭 图 象 定理 ) 设 X 和 Y 都 是 Banach 空间 ， A :XX 一 Y 是 线性 
映射 那么 4e L(X,Y) 当 且 仅 当 G(4) 是 闭 的 . 

定理 2.1.2 (Banach 不 动 点 定理 ) 设 (8,d) 是 完备 的 度量 空间 , 映射 1 :一 
E. 如 果 存 在 Ke [0,1), 使 得 d(f(z), f(y)) < kd(x,y) 对 任意 (xz,y) EB x 玉成 立 . 
那么 存在 唯一 的 zo € E, 使 得 f(x0) = zo. 

利用 Banach 不 动 点 定理 ， 可 以 得 到 下 面 的 结论 . 

定理 2.1.3 (压缩 映像 原理 ) 设 (E,d) 是 完备 的 度量 空间 ,映射 f :EE 一 .如 
果 存 在 n > 1 和 & [0,1), 使 得 d(f"(zx), f"(y)) < kd(z,y) 对 任意 (z,y)EExE 
成 立 ， 那 么 存在 唯一 的 zo € EB, 使 得 f(x0) = zo. 

证 明 由 定理 2.1.2 知 ， 存 在 唯一 的 zs X, 使 得 f(x) = z. 因为 f"(f(z)) = 
f(f"(7z)) = f(z), 所 以 f(z) = z. 如 果 还 存在 一 个 ye X, 满足 f(y) = y, 那么 就 有 
f"(y) =y, 从 而 y= z. 证 毕 . 

定理 2.1.4 设 M 是 线性 赋 范 空间 X 的 子 空间 . 若 ze X\M, 则 存在 fe X*， 
使 得 

f=1, f(z)= dist(z, M)>0, 有 fy)=0 vyeM. 
证 明 定义 子 空间 N= {y+ 和 zx: yeEM, 入 Ee 区 } 及 映射 
g(y + Mr) = Xd， y E€E M, AE€K, 
其 中 4 = dist(z, M). 因为 对 于 ye M, 入 eK\ {0}, 有 
lz+ 0/Ny)= lz - (-1/NYl > d= 9(7 + (1/ 和 NY), 


所 以 ge N*, 且 lgl| < 1. 选取 {yn} C M 满足 ||z 一 ynl| 一 d, 则 有 |g(yn 一 272)|/||yn 一 
z= dj/ 一 zl 一 1. 从 而 llgj| = 1. 根据 Hahn-Banach 定理 ， 可 以 将 9 保 范 延 拓 
为 fe X*, 故 定理 成 立 . 证 毕 . 
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注 2.1.1 设 X 是 线性 赋 范 空间 ， ze X, zx 关 0. 若 取 M = {0}, 则 利用 定理 
2.1.4 以 及 尺度 变换 知 ， 存 在 f e X*, 使 得 


f(z) = zl = A 
这 样 的 7 称 为 在 z 处 的 标准 切 泛 函 .定义 对 偶 集 
F(z)={f: 7eX f(r)= zl = |}#%. (2.1) 


定理 2.1.5 设 X 和 YY 痢 是 线性 赋 范 空间 . 如 果 4 e L(X,Y), 那么 A* < 
L(Y*,X*), 并 且 41 = 14?1， 

定理 2.1.6 设 X 和 YY 都 是 线性 赋 范 空间 ，Y 是 自 反 的 . 如 果 4 是 从 和 到 
Y 的 团 稠 定 线性 算 子 ， 那 么 D(A4*) 在 Y* 中 稠密 . 

称 Hilbert 空间 互 上 的 线性 算 子 3 为 对 称 的 ， 如 果 


(57,V) = (7, 97)， Vv 7,y € D(S). 


HH 上 的 线性 算 子 4 称 为 是 自 共 思 ( 斜 共 示 ) 的 ， 如 果 4 是 稠 定 的 ， 并 且 4 = A* 
(4A* = -4) .因此 ,4 是 自 共 斩 算 子 当 且 仅 当 4 是 对 称 的 、 笛 定 的 且 了 (4*) = D(4). 
如 果 4e L(H), 那么 4 是 自 共 斩 的 当 且 仅 当 4 是 对 称 的 . 自 共 斩 算 子 和 斜 共 斩 算 
子 都 是 闭 算 子 . 

定义 2.1.2 设 4 是 线性 赋 范 空间 X 上 的 线性 算 子 , K 是 数 域 . 4 的 预 解 集 ( 记 
为 p(4)) 是 所 有 这 样 的 入 Ee 开 构成 的 集合 ， 和 e p(4) 当 且 仅 当 存在 R(M, 4) € L(X)， 
满足 

(1) 对 每 一 个 ye X, 都 有 ROM, A)y € D(A4), 且 (4 一 A 和 DR(N, A)y =Y; 

(2) R(X, 4)(4 一 AT)z =z 对 所 有 ze D(4) 成 立 . 
当 和 Ep(4) 时 , 称 R(M,4) 为 4 在 和 处 的 预 解 式 ,通常 记 为 (4 一 AT)-!. 称 集合 
o(4) = KK\p(4) 为 4 的 谱 , 而 集合 


op(4) := {和 EK: 存在 zx € D(A4), z 关 0, 使 得 Ax = 和 zx} 


称 为 4 的 点 谱 ， op(4) 中 的 元 素 称 为 4 的 特征 值 ， 算 子 (4 - X7) 的 零 子 空间 
N(4 一 和 7) 中 的 非 零 元 素 称 为 4 的 特征 向 量 . 

4 的 预 解 集 p(4) 非 空 蕴涵 4 一 定 是 闭 的 . 

命题 2.1.7 如 果 4 是 Banach 空间 上 的 闭 线性 算 子 , 那么 Ae p(4) 当 且 仪 当 
A 一 和 半 是 1-1 的 、 到 上 的 . 
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定理 2.1.8 设 X 和 Y 都 是 Banach 空间 . 若 4 是 从 六 到 YY 的 闭 稠 定 线性 
算 子 ， 则 下 面 的 两 个 命题 等 价 : 

(1) 4 是 1-1 的 、 到 上 的 , 且 A-!1€ L(Y,X); 

(2) 4* 是 1-1 的、 到 上 的 ,并且 (4*)- Ye€ L(X*,Y*). 
此 外 ， 当 结论 (1) 或 结论 (2) 成 立时 ,还 有 (47 )* = ( 42) 一 

假定 和 , Ce p(4). 如 果 z EX, 那么 y= (4 一 和 DD)-!z 一 (4 一 LI)-1iz € D(A4), 并 
且 成 立 


(A—-AM)y=z-(A-cI+tI—- MN(A-CI) z= (A-O(A- CDi. 
用 (4 一 和 1)-! 作用 于 上 式 两 边 就 得 到 预 解 恒等式 
(4-A》AD--(4-6D- =(A-04-AD- 4-6D 一 ， YNCEp (2.2) 


该 恒等式 表明 ， 当 和 ,CE p(4) 时 ， 算 子 (4- AD)- 和 (4 一 461)- 是 可 交换 的 . 
定理 2.1.9 设 X 是 Banach 空间 ， A e L(X). 如 果 存 在 整数 n > 1, 使 得 
|A| > 147?]PY/", 那么 Ae p(4), 且 有 


(4-Xnr-lz= 一 > A-*-1Atz, vzeX. (2.3) 
k=0 
定理 2.1.10 ” 设 4 是 Banach 空间 X 中 的 线性 算 子 ， 则 p(4) 是 开 集 ，o(44) 
是 闭 集 . 此 外 ， 如 果 存 在 入 Ee p(4) 和 5e 下, 使 得 | 入 - 引 1(4- AD 一 | < 那么 
Ge p(4). 进一步 还 有 ， 4 的 预 解 式 属于 C(X) 且 是 可 微 的 ， 其 导 函 数 


d 二 
去 4-AD =[4-AD YAsp(4)， 


设 D CC 是 非 空 开 集 ，X 是 复 Banach 空间 ， 称 函数 :也 一 X 在 万 中 解 
析 ， 如 果 它 在 D 中 是 可 微 的 ， 即 存在 f': D 一 XX, 使 得 


ha | 4 二 7 加 
定理 2.1.10 说 明 ， 如 果 一 个 算 子 的 预 解 集 是 C 上 的 非 空 集合 ， 那 么 这 个 算 子 的 预 
解 式 是 解析 的 . 

定理 2.1.11 若 4 是 Banach 空间 X 中 的 闭 稠 定 线性 算 子 ， 则 o(4*) = {A 和: 
和 ea(4)}, 且 有 


— f'(z) )| = vz ED. 


(4-A 和 nr*=( 4 一 AD- vAep(A). 
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命题 2.1.12 设 4,B 是 Banach 空间 中 的 线性 算 子 , 且 4 是 B 的 一 个 延 拓 . 
若 p(A)Np(B)z9, 则 A=B. 
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增生 算 子 和 耗 散 算 子 是 算 子 半 群 理论 中 的 一 类 非常 重要 的 线性 算 子 .本 节 将 
详细 讨论 这 类 算 子 . 

定义 2.2.1 称 Banach 空间 X 中 的 线性 算 子 4 为 增生 的 (accretive) ， 如 果 
对 每 一 个 ze D(4), 都 存在 fe F(z), 使 得 Re(4z, j) > 0. 如 果 -4 是 增生 的 ， 则 
称 4 为 耗 散 的 . 这 里 F(x) 为 对 偶 集 ， 其 定义 由 2.1 节 中 的 (2.1) 式 给 出 . 

命题 2.2.1 4 是 增生 的 当 且 仅 当 


lz+A4zl> lzl， vzreD(A), 入 >0. (2.4) 


证 明 可 参见 文献 [12] 中 第 1 章 的 定理 4.2 . 

定理 2.2.2 ” 设 4 是 Banach 空间 X 中 的 增生 算 子 ， 若 存在 满足 Re < 0 的 
和 , 使 得 尺 (4 一 AT) = X, 那么 所 有 满足 Re6 < 0 的 5 都 属于 4 的 预 解 集 ， 且 有 
1(4 -cD sg iIRed. 

证 明 显然 4 一 和 I 是 到 上 的 . 设 z 关 0, fe F(x), 则 有 


(4—ADzll: lzl =|(4 -XDzl: fl 2 1, (A4— NL)z)l 
= |(f, Az) — A(f,7)| > Re(Az, f) + |ReA| :||zll. 


这 表明 ， 4 -AI 是 1-1 的 且 (4 - AD- < 1/IReAl. 于 是 入 ep(4). 利用 定理 
2.1.10 和 有 限 覆 盖 和 定理 ， 就 可 推 知 结论 成 立 ， 证 毕 . 

定义 2.2.2” 称 六 中 的 线性 算 子 4 是 mm - 增生 的 ， 如 果 

(1) 4 是 增生 的 ; 

(2) 对 任意 入 > 0 以 及 yeX, 都 存在 ze D(4), 使 得 z+ MXh4z =y. 

根据 定义 2.2.2 和 (2.4) 式 知 , 如 果 4 在 关中 是 m- 增生 的 , 那么 对 任意 yeX 
以 及 入 > 0, 方 程 z+X4z = y 存在 唯一 解 z. 因此 , 由 命题 2.1.7 知 ，( 一 00,0) C p(4). 
记 这 个 解 为 Ay 或 (I 十 和 4)-1y, 即 z= y= (+A4) -此 外 还 有 zll < llyll， 
即 EL(X) 且 lecx) < 1. 利用 定理 2.2.2 ， 我 们 有 

命题 2.2.3.， 设 4 是 XX 中 的 增生 算 子 ， 则 以 下 两 个 命题 等 价 : 

(1) 4 是 m- 增生 算 子 ; 

(2) 存在 Xo > 0, 使 得 对 任意 ye X, 方程 z 十 和 oAz =y 有 解 x € D(A4). 
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命题 2.2.4 ”如 果 4 是 m- 增生 的 ， 那么 G(4) 在 X 中 是 闭 的 . 

证 明 因为 ne L(X), G( 九 ) 是 闭 的 ， 所 以 G(T + 4) 是 闭 的 ， 从 而 G(4) 是 
闭 的 . 证 毕 . 

设 4 是 m- 增生 算 子 .对 每 一 个 ze D(4), 定义 图 范 数 : lizllpca) = zll+liAzll. 
那么 (D(4), ‖: pca)) 是 Banach 空间 ， 且 4 e L(D(4),X). 以 后 就 用 D(4) 表示 
Banach 空间 (D(A),|| :lpca)). 

命题 2.2.5 设 4 是 m- 增生 的 ， 则 对 任意 ze D(A4), 有 lim hz 一 z=0. 

证 明 首先， 由 | < 1 知 ， | 一 咱 < 2. 根据 稠密 性 ， 我 们 只 需 讨 论 
z E D(4) 的 情形 . 因为 


JZ 一 2 一 AZ 一 (I 十 入 4)Z)， 
所 以 当 入 一 0 时 ， 有 
nz -zl <2lz— (+AA)z) = 2AMl4zl 一 0. 


证 毕 . 
定义 2.2.3 设 4 是 m- 增 生 算 子 . 对 入 > 0, 定义 算 子 A、: 


TIT— 


4 一 4 人 = ~ 


显然 ， 4 e L(X), 且 4seoo < 2 

命题 2.2.6” 设 4 是 稠 定 的 m- 增生 算 子 ， 则 当 入 0 时 ， 4、z 一 hz 对 所 
有 zeD(4) 成 立 . 

证 明 任 取 xz € D(A). 由 命题 2.2.5 知 


六 Ar 一 Ar 一 0， 当 入 \\0 时 . 
另 一 方面 ， 由 定义 2.2.3 易 得 
A\T = AJ\T= (T+AA)AN T= .4T+A4)Jz = .人 47. 
于 是 ， 当 入 0 时 ， 有 
4xz — Az|| = |7\Azr - 4z|| 一 0. 


由 xz € D(4) 的 任意 性 知 ， 结 论 成 立 . 证 毕 . 
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82.3 延 拓 


本 节 我 们 将 证 明 ，X 上 的 稠 定 m- 增生 算 子 4 可 以 延 拓 成 一 个 较 大 空间 XX 上 
的 m- 增生 算 子 4. 该 结论 对 于 发 展 方程 弱 解 的 特性 的 刻画 非常 重要 . 

定理 2.3.1 设 4 是 X 中 的 稠 定 的 m- 增生 算 子 ， 则 存在 一 个 较 大 的 Banach 
空间 了 以 及 天 上 的 m- 增生 算 子 4, 使 得 

(1) 和 一 瑟 , 并 且 这 个 嵌入 是 紧 的 ; 

(2) 对 任意 zeX,z 在 藉 中 的 范 数 等 价 于 | mizl 

(3) D(A) =X; 

(4) 4z = Az, vre€eD(A). 
此 外 , 满足 上 述 性 质 (1)~(4) 的 Banach 空间 了 和 算 子 4 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 . 

证 明 ”对 于 zeX, 定义 川 zl 川 = izll. 显然 川 - 川 是 上 的 范 数 . 记 革 是 
X 在 范 数 川 : 川 下 的 完备 化 空间 . 那么 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 , 且 嵌 入 XX 一 
是 紧 的 . 另 一 方面 ， 注 意 到 


1Ar7=7— 7, vz €D(A), 


所 以 
lliAzlllslllzlll +lzl < 2lzll, vse D(A). 


于 是 ， 4 可 以 延 拓 成 算 子 Ae C(X ,总 ). 按 如 下 方式 定义 过 中 的 线性 算 子 A 
D(A)=X; 4z=4rz， vvzeD4). 


显然 4 满足 结论 (3) 和 结论 (4) . 下 面 证 明 4 是 增生 算 子 . 取 入 > 0, ze D(4), 并 
记 y= .Jiz. 则 有 
y+AAy = Ji(z 十 4z)， 


由 于 算 子 4 是 增生 的 ， 因 此 
lllz + AAzlll= y+ AAyll > yl =|lzlll, vzeD(4), 入 >0. 
利用 4 的 连续 性 可 推出 


lz+ XAzlll>lllzlll vzeX. 


82.4 _ Hilbert 空间 中 的 线性 算 子 23 


故 算 子 4 是 增生 的 . 现在 证 明 算 子 4 是 m- 增生 的 . 假设 fe XX, { 抽 } CX, 在 六 
中 ， 记 一 了 (nn 一 00). 记 zn= 刀 fr. 因为 {fr} 是 关中 的 Cauchy 列 ， 所 以 {zn} 
也 是 外 中 的 Cauchy 列 ， 从 而 存在 x € XX, 使 得 在 X 中 ， zn 一 Z. 利用 


f= 7n + Arn = Tn + Arn 


以 及 4eCXZ) 知 ， fj=z+4z=z+4z. 故 4 是 m- 增 生 算 子 ， 4 的 唯一 性 
可 由 4 的 唯一 性 推出 .证 毕 . 

推论 2.3.2 ”假设 定理 2.3.1 的 条 件 成 立 . 如 果 ze X 满足 hz e XX, 那么 
zeD(4), 且 4z = 47. 

证 明 记 /=z+4zeX. 因为 4 是 m- 增 生 的 所 以 存在 ye D(4), 使 得 
y+ Ay = f. 从 而 由 定理 2.3.1 的 结论 (4) 知 ，(z 一 切 +4(z -gy)=0. 于是, 由 4 
是 增生 的 就 可 以 推出 z = y. 证 毕 . 


82.4 _ Hilbert 空间 中 的 线性 算 子 


假设 了 H 是 Hilbert 空间 ， 4 是 HH 中 的 线性 算 子 ( 当 互 是 复 Hilbert 空间 时 ， 
4 是 互 中 的 C- 线性 算 子 ). 如 果 互 是 实 Hilbert 空间 ， 就 用 (.) 表示 吾 中 的 实 内 
积 . 如 果 五 是 复 Hilbert 空间 , 那么 存在 一 个 连续 的 共 轿 双 线 性 映射 b: HxH 一 CC， 
满足 


b(iu, v) = ib(u, v), vu,ve€H, 
b(u,v) = b(u, v), vu,ve€H, 
blu, 到 vueH. 


由 此 知 ，(.,-) := Re(b(u,v)) 是 五 中 的 实 内 积 . 下面， 无 论 五 是 实 Hilbert 空间 还 
是 复 Hilbert 空间 ， 我 们 总 用 (.,-) 表示 五 中 的 实 内 积 . 

定理 2.4.1 设 4 是 五 中 的 稠 定 线性 算 子 , 则 [RD] = {y € D(4*) : 
A*y = 0}. 

证 明 ”因为 万 CI] = HH, 所 以 


ye [RA)] < (y,Az)=0, vzeD(A) 
< 全 y ED(A*) fH (A*y,7) = 0, vr € D(A) 
< y ED(A4A) H A*y=0. 
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证 毕 . 
定理 2.4.2 线性 算 子 4 在 互 中 是 增生 的 当 且 仅 当 
(Az, z) >0, vzeD(A). (2.5) 
证 明 ”假设 4 是 增生 的 ， 则 有 
2X4z, z) 十 X2|4zl2 = llz+AX4zl2 一 lzl2>0， YA>0zeD(4). 
在 上 述 不 等 式 两 边 同 除 以 , 并 令 入 \ 0, 就 得 到 
(4z, 7) 0， YZED(4). 
反之 ， 假 设 (2.5) 式 成 立 ， 那 么 对 任意 入 > 0 和 ze D(4), 有 
lz + AAzl? = |zl? + 2X(Az, 7) + XA > lzll?, 


因此 4 是 增生 算 子 . 证 毕 . 
推论 2.4.3 若 4 是 互 中 的 m- 增 生 算 子 , 则 D(4) 在 互 中 稠密 ， 
证 明 设 ze (D(A4))+, z= ze D(A4), 则 有 
0= (2,7) = (2+ Az,7). 
因此 ， 由 定理 2.4.2 知 
lzl? = 一 (4z,z) < 0. 
由 此 推出 z=z=0, 故 D(4) 在 互 中 稠 .证 毕 . 
推论 2.4.4 设 4 是 再 中 的 m- 增生 算 子 . 则 当 A\\0 时， 有 
J\T——— 7, vreH, 


A\T — Az, v7 €D(A). 


证 明 ”利用 推论 2.4.3 和 命题 2.2.5 以 及 命题 2.2.6 可 得 结论 . 

定理 2.4.5 ” 设 4 是 互 中 的 稠 定 增生 算 子 . 那么 4 是 m- 增生 的 当 且 仅 当 4* 
是 增生 的 且 G(4) 是 闭 的 . 

证 明 假设 4 是 m- 增生 算 子 . 由 命题 2.2.4 知 ， G(4) 是 闭 的 . 再 证 明 A* 
是 增生 算 子 ， 对 于 入 > 0 和 ye D(A4*), 注意 到 | 及 | < 1, 我 们 有 


(A*y, AU) = (y, AJAY) = (y, Asy) 


1 1 
= sy,Y — JY) = ={lyl — (y, NW}>0. 
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因为 当 入 \0 时， (4 Ay) 一 (4*y, 仇 所 以 4A* 是 增生 算 子 . 
反之 ， 假 设 4* 是 增生 算 子 且 G(4) 是 闭 的 . 显然 及 (T+ 4) 在 五 中 是 闭 的 . 
从 而 利用 定理 2.4.1 以 及 4* 是 增生 算 子 ， 就 可 以 得 到 


[有 CT] = {ye D(A'): y+ A'y=0}= {0}. 


于 是 R(T 十 4) = HH. 故 由 命题 2.2.3 知 ， 4 是 m- 增生 算 子 . 证 毕 . 

推论 2.4.6” 设 4 是 自 共 e 算 子 , 并 且 4 > 0, 即 对 任意 ze D(A4) 有 (4z, z) > 
0. 那么 4 是 m- 增生 算 子 . 

证 明 ”由 定理 2.4.2 知 ， 4 是 增生 算 子 . 因为 4* = 4, 所 以 4* 也 是 增生 算 
子 . 又 因为 G(4*) 是 闭 的 ， 所 以 G(4) 当然 是 闭 的 . 因此， 由 定理 2.4.5 知 ， 结 论 
成 立 ， 证 毕 . 

推论 2.4.7 如果 4 是 互 中 的 斜 共 生 算 子 ， 那 么 4 和 -4 都 是 m- 增生 算 
村 

证 明 设 zeD4), 则 (4z,z) = (z,4*z) = 一 (x, 4z). 因此 (4z,z) = 0. 根据 
定理 2.4.2 知 ， 4 和 -4 都 是 增生 算 子 . 余下 的 证 明 类 似 于 推论 2.4.6 .证 毕 . 

推论 2.4.8 设 4 是 互 中 的 稠 定 线性 算 子 ， 满 足 G(4) C G(4*) 且 4>0. 那 
么 ，4 是 m- 增生 算 子 当 且 仅 当 4 是 自 共 轿 算 子 . 

证 明 根据 推论 2.4.6, 只 需 证 明 4 是 m- 增生 算 子 蕴涵 4 是 目 共 斩 算 子 . 设 
(z,f) EG(A*), g= 二 z+4*z==z 十 f. 因为 4 是 m- 增生 算 子 ， 所 以 存在 ye D(4)， 
使 得 g = y+ Ay. 再 由 G(4) C G(4*) 知 ，y € D(4*) 且 9 = y+ A*y. 于 是 ， 
(y 一 7) 十 4*(y 一 z) = 0. 又 因为 4* 是 增生 算 子 (定理 2.4.5) ， 所 以 z=y, Ay=. 
因此 (zx, f) se G(4), 从 而 4 = 4*. 证 毕 . 

推论 2.4.9 设 4 是 互 中 的 稠 定 线性 算 子 . 那么 4 和 -4 都 是 m- 增生 算 子 
当 且 仅 当 4 是 斜 共 斩 算 子 . 

证 明 根据 推论 2.4.7, 只 需 证 明 A 和 -4 都 是 m- 增生 算 子 蕴涵 4 是 斜 共 
斩 算 子 ， 事实 上 ， 对 4 和 -4 利用 定理 2.4.2, 可 得 


(Az, 7) = 0， vrE€D(A). 
由 于 对 任意 z,ye D(4), 有 
(Az,y) + (Ay, 7) = (A(z +Y),T+Y) — (Ar,7) — (Ay,y) = 0, 


因此 G(-4) c G(4*). 接 下 来 证 明 G(4*) Cc G(-A4). 设 (z,f) € G(4*), 记 9g = 
rz 一 A*z = 二 7 一 了 .因为 4 是 m- 增生 算 子 ,所 以 存在 ye D(4), 使 得 9=y+4%. 由 
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G(-4) CG(4*) 知 ，y ED(4*) 且 一 Ay = A*y. 因此 (y 一 7z) 一 4A*(y 一 7z) =0. 又 因 
为 -4* 是 增生 算 子 (定理 2.4.5) , 所 以 xz =y. 于 是 ，(z,f) EG(-4). 故 -4= A4*. 
证 毕 . 

定理 2.4.10 ”4 是 豆 中 的 m- 增生 算 子 的 充 要 条 件 是 ， 每 一 个 满足 ReC < 0 
的 5 都 属于 4 的 预 解 集 并 且 成 立 


(4 -cD lg VIRedl. 


证 明 如 果 4 是 m- 增生 算 子 ， 那么 由 定理 2.2.2 知 ， 结 论 成 立 . 

反之 ,假定 (-co,0) c p(4), 并 且 上 4+a7)- 圳 < 1/a 对 所 有 a > 0 成 立 . 显然 ， 
对 任意 ye 义 , 方 程 z 十 4Az =y 有 和 解 xe D(A4), 于 是 | 上 z= 上 4+al)-1(Az+az) 川 < 
oa-!|Az + azl, 即 


olzl? < Ar? + 2a(Az,7) + ollzll. 


由 此 可 得 2(4z,z) > 一 上 |4z 上 2/a. 令 a 一 co, 便 推出 (4z, 7) > 0. 这 说 明 4 是 增生 
算 子 (定理 2.4.2) . 再 由 (-oo,0) c p(4) 知 ，4 是 m- 增生 算 子 . 证 毕 . 

接 下 来 , 我 们 讨论 Hilbert 空间 五 中 的 自 共 轿 算 子 的 谱 . EN 
如 果 S 是 五 中 的 线性 对 称 算 子 ， 那 么 就 有 

(1) (Sz,7) € RR, Vv ze€eD(S); 

(2) 5 的 特征 值 都 是 实 的 ; 

(3) 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 都 正 交 ; 

(4) 若 互 是 复 Hilbert 空间 ， 且 入 = X- +ii, 其 中 ,Xe 了 到 , 则 


I(S -ADz = (Ss -ND + Xr, zeD(S). (2.6) 


定理 2.4.11 对 自 共 轿 算 子 4, 成 立 o(4)CR. 

证 明 设 瑟 是 复 Hilbert 空间 ， 入 = 入 十 i, 和 i 关 0. 等 式 (2.6) 说 明 ， 对 
zx E D(A) 有 (4 一 AT)zl| > lil'lzl 从 而 4 一 和 并 是 1-1 的 . 算 子 4 是 闭 的 列 
涵 尺 (4 - AT) 也 是 闭 的 . 如 果 ye [R(4 - AT)]+, 那么 对 任意 ze D(A4), 均 成 立 
(Az,y) = (和 Xz,y) = (z, 和 y). 由 此 推出 ， A*y = Xy. 因为 4* 是 对 称 的 ， 即 4* 只 有 
实 特征 值 ， 所 以 y = 0, 从 而 RR(4 一 AT) = H. 于 是 ， 映射 4- AT 是 1-1 的 、 到 上 
的 ， 从 而 由 命题 2.1.7 知 ， 和 e p(4). 证 毕 ， 

定理 2.4.12 设 矿 尖 {0} 是 Hilbert 空间 ，A eCL(H) 是 对 称 算 子 . 那么 存在 
入 Eo(4), 使 得 |4|| = 上 |(Az, 7)| = | 
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证 明 显然 ，m := be < | 4 下 证 人 < mm， 注意 到 对 任意 
Z,yE 互 ,有 


2(4z, 幼 十 2(4yzZ) = (A(z +Y),T+Y) — (A(T —Y),7— Y) 
< m(|lz + + lz — vl) 
= 2m(||zll? + llyll?), 


因此 当 Az 关 0 且 y= (zlMI4zlb4z 时 ， 就 有 
2|z| :Az = (Az,y) + (y, Az) = (Az,y) + (Ay, 7) < m(llzll + lyl) = 2mllzll. 


于 是 | 4zl| < mllzl. 当 hz = 0 时， 上 述 不 等 式 显然 成 立 . 故 |4|| =m. 
选取 zn e 及 ,使 得 |znl = 1 且 |4l| = lim |(Azn,zn)|. 不 妨 假设 (4zn,zn) 收 
敛 到 某 个 实数 和 , 从 而 |A| = |4ll. 注意 到 


(4— MDznl? = Arnl? ~ 2A(Azn, 2n) + Xznll? 


< 2 — 2AM(Azn, zn) — 0, 
我 们 不 难看 出 ， 如 果 和 4 o(4), 则 有 
1= |znll =|(4— AAD) (A ND)zal) < (A -MD NA ADznll — 0. 


这 是 一 个 矛盾 . 故 Ae o(A). 结论 得 证 . 

定理 2.4.13 ”如 果 4 是 Hilbert 空间 五 头 {0} 中 的 自 共 斩 算 子 ， 那 么 它 的 谱 
集 非 空 ， 并 且 | 4 一 A7)- 圳 = {dist( 和 ,co(4))}-! 对 所 有 Xe p(4) 成 立 . 

证 明 ”由 定理 2.4.11 和 定理 2.4.12 知 ， c(4) 非 空 并 且 o(4) C R. 设 入 = 
和 十 Ni e p(4)， 如 果 和 €E c(4), 那么 由 (2.6) 式 得 1(4 - AD 科 UNA| < 
{dist (A, o(A))}-1. 

下 面 考虑 和 + € p(4) 的 情形 . 任 取 6 > 0, 使 得 (A 一 6, 和 r+6) Cp(4). 设 EER 
满足 [| > 1/6. 因为 


[4-XDn 一 - 习 = (A4-NDE T+NI- A 


所 以 上 ep((4- XU 因此 ，o((4 一 入 了)-!) Cc [-1/6 1/5]. 于 是 由 定理 2.4.12 
知 
(4 -ADT sg 176. (2.7) 
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由 于 (4 一 入 DD(4 一 入])-!1 = 了 五 {0}, 因此 由 4 一 和 了 )- 圳 关 0. 取 满足 (X. 一 
5 Xr +6) C p(4) 的 最 大 6, 那么 , 或 者 .+5 e o(4) 或 者 和 -5 e o(4), 并 
且 {dist (和 , o(4))}? < 52 十 总 . 估计 式 (2.7) 说 明 ， |(4 一 入 DDzll > llz|| 对 所 有 
ze D(A) 成 立 . 从 而 由 (2.6) 式 得 (4 一 和 T)zl? > (62+X3)zll?. 于 是 1(4-AD-IS< 
{dist (X, o(A))}-1. 

反 向 不 等 式 上 (4 - 和 7)- 吉 > {dist (Ac(4))}-1 可 由 定理 2.1.10 直接 推出 ， 证 
毕 . 

定理 2.4.14 设 4 是 自 共 斩 算 子 ， 入 E 玉 . 则 (00, A) C p(4) 当 且 仅 当 


(4z, z) > MIzll>, vz€D(A), 


即 A-AI>0. 
证 明 假设 (-co, A) Cc p(4), 则 由 定理 2.4.11 和 定理 2.4.13 知 


I(4—- MN-éD < LIRetl， YE6EK, Rec< 0， 


根据 定理 2.4.10, 4 -~ XT 是 m- 增生 算 子 ， 再 利用 定理 2.4.2 知 ， A 一 和 IT > 0. 
反之 ,假设 4 一 和 I >0. 任 取 & € (--00, 入 ). 注意 到 


-lz < (4-8z,7) < (4-8zl:lzl, YzsD(4)， 


所 以 A 一 &I 是 1-1 的 . 接 下 来 ,证 明 4 一 &I 是 到 上 的 . 由 于 4 是 闭 的 ， 易 证 
RR(4 一 £1) 也 是 闭 的 , 设 ye [R(4 一 1)], 则 (4z,y) = (z,éy) 对 所 有 z < D(44) 
成 立 . 利用 4 的 自 共 轿 性 质 又 推出 ， Ay = &y. 因为 已 证 4 一 红 是 1-1 的， 所 以 
y = 0, 于 是 RR(4 一 £1) = H. 再 由 命题 2.1.7 知 ，&€ € p(4). 根据 的 任意 性 即 知 ， 
(一 00, 入 ) C p(4). 证 毕 . 

最 后 , 对 于 复 Hilbert 空间 五 而 言 , 如 果 4 是 五 中 的 C- 线 性 算 子 , 由 (i4)z = 
A(iz) 就 定义 了 五 中 的 一 个 线性 算 子 i4. 

定理 2.4.15  ” 设 互 是 复 Hilbert 空间 ， 4 是 五 中 的 C- 线性 算 子 并 且 D(A4) 
在 互 中 笛 . 那么 4* 是 C- 线性 的 ， 且 有 (i4)* = -iA*. 

证 明 设 ye D(A4*), f= 4ry zeEC. 对 任意 zeD(4), 有 


(zf, 7) = (f, 27) = (y, A(z7)) = (y, 2A7) = (zy, Az)- 


于 是 ，zy € D(4*) 且 zf = 4*(zy). 因此 4* 是 C- 线性 的 . 下 证 (i4)* = -i4*. 因 
为 
(~iA’y, 7) = (y, Aliz)) = (y,iAz), vyeD(A’), ze€ D(A), 
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所 以 D(-i4*) = D(4*) C D((i4)*), 并且 对 任意 的 ye D(4 有 -i4*y = (i4)*y. 
把 该 结论 应 用 于 i4, 就 得 到 


D(-iliA)”) = D((iA)’) C D((i:i4)’)= D((-A)’)= D(-A*)= D(-iA"). 


故 D(-i4*) = D((i4)*), 且 (i4)* = -i4*. 证 毕 ， 
推论 2.4.16 ”如 果 4 是 自 共 轿 算 子 ， 那 么 i4 是 斜 共 恩 算 子 . 
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先 叙述 Lax-Milgram 定理 . 

定理 2.5.1 (Lax-Milgram 定理 ) 设 HH 是 Hilbert 空间 ，a: 且 xX 五 一 RR 是 双 
线性 函数 ， 即 a(w,v) 关于 w 和 w 都 是 线性 的 ， 如果 存 在 常数 C 与 a > 0, 使 得 

(1) la(w,2)| < Cllul loll 对 所 有 (w,v) e 五 x 五 成 立 (连续 性 ) ; 

(2) a(w,w) > allull? 对 所 有 we 量 成 立 (强制 性 ) . 
那么 , 对 每 一 个 fe H*(H 的 对 侦 空 间 ) , 都 存在 唯一 的 w& 五, 使 得 a(w,v) = (f,2) 
对 所 有 v € H 成 立 . 


2.5.1 RM 中 的 开 集 上 的 Laplace 算 子 : L? 理论 
设 Qc RY 是 开 集 ，Y = 2(Q). 定义 Y 中 的 线性 算 子 B : 
D(B) = {ue Hi(N): Av€ L2(0)), 
| Bu= —Au, vue D(B). 
定理 2.5.2 B 是 秽 定 的 m- 增 生 算 子 .确切 地 说 ，B 是 自 共 绒 算 子 并 且 B >0. 


我 们 先 证 下 面 的 引 理 ， 
引 理 2.5.3 ( 散 度 公式 ) 


[ vAudz = -| Vu. Vvudz, vueD(B), ve HI(O). (2.8) 
9 9 


证 明 当 veD(Q) 时 ，(2.8) 式 显 然 成 立 . 因为 (2.8) 式 的 两 端 关 于 ve H3(Q) 
连续 ， 所 以 利用 稠密 性 可 知 ， 结 论 对 ve (9) 成 立 . 

定理 2.5.2 的 证 明 因为 D(0) Cc D(B), 所 以 D(B) 在 Y 中 稠 ， 即 B 是 稠 定 
的 . 下 证 B 是 增生 算 子 . 任 取 we D(B). 在 (2.8) 式 中 令 v = w, 就 得 到 (Bu,u) > 0. 
从 而 由 定理 2.4.2 知 ，B 是 增生 算 子 . 接 下 来 说 明 B 是 m- 增生 算 子 . 因为 双 线 性 
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连续 映射 
b(u,v) = [ (w+ Vu: Vu)dz 
0 
在 码 (9) 中 是 强制 的 ,所 以 由 定理 2.5.1 知 ,对 任意 fe L2(0), 都 存在 uw € Hi(9)， 
使 得 
[A + Vu: Vv)dz = [ fvdzr, vve Hi(0). 
9 ly， 
于 是 在 广义 函数 的 意义 下 ， 有 
4 一 人 Av 一 全 


另外 , 根据 ve En) 推 扼 ，ve D(B) 上 且 v+Bvu = f. 再 利用 命题 2.2.3 知 ， 妃 是 
m- 增生 算 子 . 现在 只 需 说 明 B 是 自 共 罗 算 子 . 由 (2.8) 式 知 ， 对 任意 u,v € D(B)， 
有 

(Bu,v) = (u, Bv). 


所 以 G(B) Cc G(B*). 于 是 由 推论 2.4.8 知 ， B 是 自 共 绒 算 子 . 
注 2.5.1 如 果 边 界 90 属于 C? 上 且 有 界 , 那么 在 等 价 范 数 的 意义 下 , 有 D(B) = 
HH?(Q) nHi(Q) (可 参阅 文献 [4 中 的 定理 IX.25 ， 或 者 文献 [7] 中 的 定理 17.2) . 


2.5.2 RN 中 的 开 集 上 的 Laplace 算 子 : Co 理论 
设 Qc RN 是 有 界 开 集 ，2Z = L%(Q). 定义 Z 中 的 线性 算 子 C : 
D(C) = {ue HI(MQ)NZ: Av eZ), 
| Cu=—Au, YuED(C). 


定理 2.5.4 在 2 上 ，C 是 m- 增生 算 子 . 
证 明 首先 证 明 C 是 增生 算 子 . 设 入 >0,fe2Z 并 记 M=|fllw. 取 v€ (9) 
是 方程 
4 一 入 A 一 上 
在 D'(O) 中 的 解 . 当然 ,在 到 (9) 中 心 也 满足 这 个 方程 .于 是 ,在 (9) 中 
(一 AM)-A 和 Au-M) = 一 AM. 


又 因为 v= (一 M)+t € 三 (0) 且 Vv = Xxtw>m}Vv ( 见 推论 1.1.6), 所 以 利用 引 理 
2.5.3 便 得 
2 _ 
Lh» at/ [val dz= [0 M)vdz < 0. 
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因此 ， A v2dz < 0, 从 而 v=0. 故 wxg M 在 9 上 几乎 处 处 成 立 .类 似 可 证 , 4 > 一 M 
在 9 上 几乎 处 处 成 立 . 所 以 , ue L>(9), 且 lullw < fw = lu+ 和 Cullw. 从 而 由 命 
题 2.2.1 知 ，C 是 增生 算 子 . 下 面 证 明 C 是 m- 增生 算 子 . 任 取 fe L%(9) cL2(9). 
从 定理 2.5.2 的 证 明 过 程 知 ,方程 -Au = f 有 解 ue 三 (0), 并且 满 足 Au e L?(9). 
同上 ，v e LX(Q), 因此 ve D(C), 且 w+Cwu=f. 故 由 命题 2.2.3 知 C 是 m- 增 
生 算 子 . 证 毕 . 

引 理 2.5.5 ”如 果 边 界 90 是 Lipschitz 连续 的 ， 则 


D(C) CG Co(0) 一 {u € C(O) : ao 一 0}. 


证 明 ”这 个 引 理 的 证 明 比 较 复杂 , 要 用 到 曾 函 数 的 概念 . 在 此 我 们 略 去 证 明 . 
有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 [8] 的 定理 8.30. 

根据 引 理 2.5.5 不 难 推 知 , 在 一 般 情况 下 , 算 子 C 的 定义 域 在 2 中 不 是 稠 的 . 
然而 ， 定 义 域 稠密 与 否 至 关 重 要 . 我 们 不 妨 再 考察 一 个 例子 . 记 XX = Co(Q), 定义 
算 子 4 : 


D(A)= {uv Ee XNHIN): Av eX}, 
Au = —Au, vu € D(A). 


定理 2.5.6 ”如 果 边 界 6Q 是 Lipschitz 连续 的 ， 那 么 4 是 稠 定 的 m- 增生 算 
Ts 
证 明 由 于 D(Q) 在 X 中 是 稠 的 ， 且 D(O) Cc D(A4), 因而 4 是 稠 定 的 . 因 
为 X 中 的 范 数 与 L%(Q) 中 的 范 数 等 价 ， 所 以 ， 久 一 2 且 G(4) Cc G(C). 算 子 
C 是 增生 算 子 说 明 算 子 4 也 是 增生 算 子 . 接 下 来 说 明 ， 4 是 m- 增生 算 子 . 任 取 
f EX 一 L%(Q). 因为 C 是 m- 增生 算 子 ， 所 以 存在 ue D(O), 使 得 % 一 Avu=f. 
于 是 由 引 理 2.5.5 得 we X, 从 而 Au €E X. 故 w€ D(4) 且 w+ hu = f. 因此 由 命 
题 2.2.3 知 ， A 是 m- 增生 算 子 . 和 
注 2.5.2 在 2.5.1 节 和 2.5.2 节 的 三 个 例子 中 ， 对 同一 个 表达 式 ( 负 Laplace 
算 子 -A ， 如 果 选 取 的 工作 空间 不 同 ， 那 么 它们 就 分 别 对 应 着 具有 不 同性 质 的 算 
子 . 因此 ， 只 有 在 取 定 了 算 子 A 的 工作 空间 之 后 ， 它 才 具 有 确切 的 意义 . 


2.5.3 RN 中 的 Laplace 算 子 : L> 理论 


记 2= Z (Rh)， 
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Ce = {f: f € C(R”), a) 存在 }， 
Ceo = {f : ecCR ~)， 0) =0); 


首先 考察 空间 Ceo. 假设 户 , fo,… E65 满足 有 3 fAfn 3 gn 一 00. 则 
有 


人 gpodz 一 人 9Ajrdz=/ HApdz 一 /7Apdz=-/oA1dz vp ECF (RN). 


从 而 g = Af. 这 说 明 ， 定 义 在 D(A) = S c Ce 上 的 算 子 A 是 可 闭 的 . 记 入 是 和 
的 闭 包 ,那么 D(A) = Wo'”(R™), 并 且 对 we D(A), 有 Au = Au. 
引 理 2.5.7 设 feS, 和 eC\(-oo0,0], 则 存在 唯一 的 we 5S, 使 得 


MN — Au=], ZE RN. (2.9) 
此 外 还 有 
us) = Gf= 人 Ge fay (2.10) 
RN 
这 里 的 GA(6) 是 Green 函数 ， 其 定义 为 
GAE) = (4n)-N/2p(N-D)/2 YS—N/26-ps—nlél?/(4s) ds, (2.11) 
1 0 


其 中 由 = VM, Rep > 0. 
证 明 ”对 (2.9) 式 作 Fourier 变换 ， 可 得 &(€) = (和 + |]?)-!1f(&). 由 此 推出 关 
于 的 一 个 精确 表示 式 为 
u(z) = (27)-MN/? 上 eize( 入 十 长 2)-1 jd 
RN 
= (27) 20 J (p+lél/p) ef(é)d (n= VM, Rep>0) 


= (2 三 (/, eto/ feat ) ds. 


0 


利用 Fourier 变换 的 性 质 ， 并 经 直接 计算 ， 便 有 
一 一 N/211 一 阅 iz:€—sp—slél?2/p)^ 
us) = map (forse 10dja 


二 (47)-N/2p(N -2)/2 [1/ s-N/2e—sp—plz -él /(4s) f(€)déds 
0 JRN 


-人 Gec-91dt 
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其 中 G、 由 (2.11) 式 给 出 .证 毕 . 


由 (2.11) 式 推 出 
IGsh < |argA < (2.12) 
A( vs arg >) 
| 2 
特别 地 ， 当 入 > 0 时 ， (2.11) 式 可 以 简化 为 
GA(é) = (47)-N/2 三 5 一 N/2e-s -IE 1044)ds， IG,ll = >， (2.13) 
0 


引 理 2.5.8 (Young 不 等 式 ) 设 p, gq,7r€& [1, 00] 满足 1/p+1=1/g+1/r. 着 
f Ee L4(RN), gE L"(RN), 则 卷 积 f*g 在 RN 中 几乎 处 处 存在 ， 并 且 成 立 


|f * 9ll» < Hflla ligll. 


证 明 当 p= oo 时， 直接 利用 Halder 不 等 式 即 得 结论 . 当 p < ce 时 ， 注 意 
到 > 和 p 且 4xX 和 p, 我们 可 定义 


u(Z 人 =|f(z 一 切 2plg(r2， vz,y) = |f(z — YP lo"/?. 


由 Halder 不 等 式 得 
lv(z, ll < Nfl? gl 一， 


其 中 p/ 满足 1/p +1/p=1. 易 见 ，w?(,y) EL'(R) 对 几乎 所 有 的 ye RW 成 立 ， 
并 且 


[wewaray= (fe who ds) oy = Halol 

于 是 

[f(s — wowley < hot, Ye luke lhe 

RN 
(fife -wlay) < lee hol [tesay. 

因此 

[, (fe -welay) a < 18 lol 

引 理 2.5.9 ”oco(A) CC (-oo, 0], 并 且 


(MIT—A) f=G\*f (2.14) 
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对 je Ceo, 入 EC\(-o0, 0] 成 立 ， 其 中 G、 由 (2.11) 式 给 出 . 

证 明 设 入 eC\(-o0,0]|， 对 于 ve D(A), 存在 un € S, 使 得 ww 
LU Aun Aw. 从 而 Aun 一 Aun 0 Xu 一 Au. 利用 Young 不 等 式 和 (2.12) 式 推 
知 

u 2 Un = GA +* (Mun — Aun) = Ga * (Xu 一 Au). 

于 是 ，w = Ga * (Xu 一 Au). 这 说 明 , 通过 卷 积 G、* j := R(A)f 所 定义 的 算 子 RA) 
是 和 一 A 的 逆 算 子 ， 因 此 ， 入 44o(A). 从 而 o(A) C (-oo,0]. 

假设 / e Co, Ae C\(-o0,0]， 则 存在 所 & S, 使 得 访 一 f. 记 mm = 
Gh* 有 ES( 引 理 2.5.7) .同上 可 证 ，wn 一 GA* 记 因为 入 是 闭 算 子 ， 所 以 根据 


Cieo 
Aun = Aun = Mn 一族 一 AMG, + 了 一 六 


便 可 推出 ，GA* je D(A) 且 (MT 一 A)(G、* 了 ) = f. 于 是 ，(2.14) 式 成 立 . 证 毕 . 
如 果 在 引 理 2.5.9 中 取 入 > 0, 在 Young 不 等 式 中 取 7 = 1,p = g = oo, 利用 
(2.13) 式 可 得 


AIGA* flloo < fl = |-A)GA* flo, VfeCe. 


所 以 ， 由 上 式 及 命题 2.2.1 知 ， 一 人 是 增生 算 子 . 再 由 命题 2.2.3 和 (2.14) 式 知 ， 
-A 是 m- 增生 算 子 . 这样 就 得 到 

定理 2.5.10 ”一 人 A 是 m- 增生 算 子 . 

接 下 来 考察 空间 Ce. 当 f € Ce 时 ， 记 《人 (f) = limjz|-oo f(z). 对 于 


f Ee D(Ae):= {f € Ce: f -2(f)e D(A)), 


定义 Acj = A(f - t( 门 ). 显然 ， As 是 稠 定 的 ， 类 似 于 引 理 2.5.9 的 证 明 ， 可 推出 
o(Ar)C (—o0, 0], 并 且 


(AT—-Ax) f=Ga*f, VfedCe, MEC\(-o,0), (2.15) 


其 中 Gs 由 (2.11) 式 给 出 . 
类 似 于 对 A 所 做 的 讨论 ， 我 们 有 
定理 2.5.11 一 Ap 是 m- 增生 算 子 . 


2.5.4 Hi(0) x 工 2(Q) 中 的 波动 算 子 
设 QC RN 是 开 集 ， 和 = Hi(0) x 2(0). 令 


入 = inf{fllyul2:， ue Hi(Q), lullz = 1}. (2.16) 
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当 Q 有 界 时 ， 入 > 0 是 -A 在 到 (9) 上 的 第 一 特征 值 . 设 m > 一 和 , 则 可 以 在 X 
中 定义 内 积 : 


(Ov 上 A 
0 
此 内 积 确定 了 关上 的 一 个 范 数 , 该 范 数 等 价 于 通常 意义 下 的 范 数 (wv) = lwllza 十 
lvllz. 在 和 上 和 定义 线性 算 子 4 : 
D(A)={(u,v) EX: Ave (0),v eHi(N)), 
A(u,v) = (—v,—Au+mu), V (u,v) € D(A). 


定理 2.5.12 4 和 -4 都 是 稠 定 的 m- 增生 算 子 ， 从 而 4 是 斜 共 轿 算 子 . 

证 明 因为 D(9) xD(O) c D(4), 所 以 D(4) 在 XX 中 稠 , 这 说 明 4 和 一 4 都 
是 稠 定 的 .下面 先 证 4 是 增生 算 子 . 利用 (2.8) 式 ， 对 于 (w,v), (w,z) < D(4), 我 
们 有 


人 [ [Vo Vw + mow + (Au — mu)alds 


= 一 [ [Vu: Vz+ muz+ (Avw — mw)vjdz 
9 
= (u,v), A(w, z)). (2.17) 


在 (2.17) 式 中 ， 取 (w,v) = (w,z), 便 得 
(A(w, v), (u,v)) = 0. 


因此 ， 4 是 增生 算 子 (定理 2.4.2). 现 证 4 是 m- 增生 算 子 . 任 取 (f,g) < XX, 则 方 
程 (w,v) 二 A(w,v) = (f,9) 等 价 于 下 面 的 方程 组 


| (1+m)u— Au= f+y, 


v=u—f. 


(2.18) 


利用 定理 2.5.1( 具 体 细节 可 参见 定理 2.5.2 的 证 明 ) ， 可 证 问题 (2.18) 的 第 一 个 方程 
存在 解 ve H8(9), 并 且 满 足 Au € 到 (9). 再 求解 (2.18) 式 的 第 二 个 方程 ， 就 得 到 
ve Hi (0). 这 样 得 到 的 (w,v) 满足 (w,v) €E D(A4) 且 (vw,v) 十 A(wu,v) = (f,9), 因此 
由 命题 2.2.3 知 ， 4 是 m- 增生 算 子 . 类 似 可 证 ， -4 也 是 m- 增生 算 子 .再 利用 
推论 2.4.9 知 ， 4 是 斜 共 斩 算 子 ， 证 毕 . 
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2.5.5 LI2(Q) x 及 -1(Q) 中 的 波动 算 子 
取 Q 和 m 同 于 2.5.4 节 . 注意 到 Hi(0) 一 [2(0) 一 (HI(0)) = HH-1(0), 且 这 
些 幅 入 都 是 紧 的 ， 我 们 可 以 在 HI(Q) 中 定义 内 积 (www) 二 上 (Vu Vw + muw)dz. 
利用 定理 2.5.1 知 


HT1(0) = {ue€E D'(0): 3pu€ Hi(0) 使 得 Ayp 一 mps =% 在 D'(0) 中 成 立 }. 
(2.19) 
定义 五 (9) 上 的 内 积 


CO [ re 
0 


取 Y = 12(Q) x 及 -1(Q), 并 在 中 定义 线性 算 子 B ， 
D(B) = 而 (oO) x 12(0), 
B(u,v) = (—v,—Au+ mu) €Y, VY (u,v) E D(B). 


定理 2.5.13 ” 算 子 B 和 一 B 都 是 稠 定 的 m- 增 生 算 子 , 从 而 成 是 斜 共 斩 
算 子 . 

证 明 因为 D(0) x DP(Q) c D(B), 所 以 D(B) 在 工 中 稠 ,， 即 B 和 一 B 都 是 称 
定 的 . 下 面 先 证 B 是 m- 增生 算 子 . 设 (u,v), (w,z) e D(B), 考察 由 (2.19) 式 所 定 
义 的 pv 和 Pz. 因为 Vv,ZE IL?(0), 所 以 有 Aypy, Apz € L2(0). 由 (2.8) 式 得 


(Blw0), (appxari = | vde + (Au ~ mu #) -1 

Q 

— [ oudz+ | (Vu: Vps + mups)de 
nm 0 

= | vs — | Ap: -moodz 
9 Q 

vwdZz 一 [ uzdz. (2.20) 
nm Q 


类 似 可 证 
((u,v), —B(w, 2))L2xH-1 = | za- [war 


于 是 
(B(u,v), (w,z))L2xH-1 = —((u,v), B(w, 2))L2xH-1. (2.21) 
在 (2.20) 式 中 取 (w,v) = (w,z), 便 有 


(B(u, J), (u, v))L2xH-1 = 0. 
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因此 ，B 是 增生 算 子 (定理 2.4.2) . 任 取 (f,g) EY, 则 方程 (w,v)+B(w,v) = (f,g) 等 
价 于 2.5.4 节 中 的 方程 组 (2.18) . 利用 定理 2.5.1 (细节 可 参见 定理 2.5.2 的 证 明 ) ， 
推出 方程 组 (2.18) 的 第 一 个 方程 有 解 we H3(Q). 再 求解 方程 组 (2.18) 的 第 二 个 方 
程 ， 可 得 ve LL2(Q). 于 是 ， (w,v) e D(B) 且 (w,v) + B(w,v) = (f,g). 故 由 命题 
2.2.3 知 ，B 是 m- 增生 算 子 ， 类似 可 证 ， -好 是 m- 增生 算 子 .再 利用 推论 2.4.9 
知 ， 卫 是 斜 共 斩 算 子 ， 证 毕 ， 

定理 2.5.14 设 Y 和 B 同 上 ， 氏 和 A 由 2.5.4 节 给 出 那么 在 定理 2.3.1 所 
给 定 的 意义 下 ，Y 和 B 分别 是 和 4 的 延 拓 . 

证 明 ”定理 2.3.1 中 的 性 质 (1), (3) 和 (4) 显然 成 立 . 下 面 只 需 说 明定 理 2.3.1 
中 的 性 质 (2) 成 立 ， 即 证 


IUlly S(T+A)-Ulx, VvUEX. 


设 UeX,VEeD(4) 使 得 UV = (I+ A)V. 我 们 将 证 明 |(I+ 4A)Vlly < Vllx. 事实 
上 ， 因 为 妃 是 斜 共 斩 算 子 ， 且 D(4) Cc D(B) = XX, 所 以 
I(T+ AVIY = (T+ B)V, (T+ B)V)Y = |IVIy + IBVIlY. 
令 耻 = (w,v), 便 有 
lBvll$ = Iv + Av 十 ml 入 =: = vll2 + Vull2 + mllulla 
= 要 十 ul = NVlIX. 
故 结论 成 立 . 
2.5.6 ”Schr6dinger 算 子 
设 Qc RN 是 开 集 ， 取 了 = 了 2(Q, C). 定义 了 中 的 线性 算 子 B : 
D(B) = {vu € Hi(Q, C), Av € Y)}, 
| Bu = -iAu, Vue D(B). 


为 了 书写 简便 ， 记 了 (9) = 2(9, 0), 而 (9) = 而 (Q, C). 它们 都 是 复 Hilbert 
空间 . 

定理 2.5.15 ” 算 子 B 和 -都 是 稠 定 的 m- 增生 算 子 ， 因 此 B 是 斜 共 罗 算 

子 . 

证 明 ”由 定理 2.5.2 以 及 推论 2.4.16 与 推论 2.4.9 即 得 结论 . 
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注 2.5.3 同 于 2.5.1 节 ， 如 果 边 界 90 属于 C” 且 有 界 , 那么 在 等 价 范 数 的 意 
义 下 有 D(B) = H?(0) nHi(0). 

记 苇 =H-1(9Q) = H71(Q, C). 对 任意 给 定 的 4 eX, 用 pu € (90) 表示 问题 
一 Apu 十 pu = 在 久 中 的 解 . 定义 X 上 的 内 积 ; 


(U,V)-1 = (Pu, Pv)H! = Re / (Vou : Top, 十 pu )dz， YUVEX， (2.22) 
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以 及 和 中 的 线性 算 子 C : 
D(C) = (0), 
Cu = 一 Au， v ue€e D(C). 
定理 2.5.16 算 子 C 是 自 共 较 算 子 , 并 且 C > 0. 
证 明 ”因为 D(Q,C) c D(CO), 所 以 D(C) 在 关中 稠 . 进一步 还 有 
《Cu v)-1 一 (Cu 十 U,V) 1 (u, V) -1 
= (U, Oo) HI — (U,V)-1 
= (U,V)L2 — (U,V) 1 Vv u,v € D(C). (2.23) 
在 上 式 中 取 w= vw, 可 得 
(Cu w) -1 = Jull2 ~ llulli-: > 0, 
所 以 ，C 是 增生 算 子 . 利用 定理 2.5.1 便 知 ，C 是 m- 增生 算 子 . 下 证 C 是 自 共 
红 算 子 .由 (2.23) 式 得 
(Cu,v)_1 = (u, OV)_1, Vv u,v € D(C). 
由 此 推出 G(C) < G(C*), 故 C 是 自 共 示 算 子 (参见 推论 2.4.8) . 
最 后 ， 在 X 中 考察 由 
D(A) = Hi (0), 
Av = ~iAw, v ue D(A4) 


所 定义 的 算 子 A. 根据 定理 2.5.16 和 推论 2.4.16 以 及 推论 2.4.9 ， 我 们 有 下 面 的 
结论 . 

定理 2.5.17 算 子 4 和 一 4 都 是 稠 定 的 m- 增生 算 子 ， 从 而 4 是 斜 共 罗 
算 子 . 


习 题 二 
2.1 设 Mi C RM, M2 C RN2 都 是 可 测 集 ， 了 : Mi x Ma 一 C 是 可 测 函 数 ， 且 存在 
C1， C2 > 0， 使 得 


/ |f(z,y)ldr < C1, Vy € M2; |f(z,y)ldy < C2, Vx € M2. 
Mi M2 
对 于 1 < p< co, 定义 积分 算 子 4 : 


(Au)(y) = J] f(s)u(z)dz, weI?(M), ye M2. 


试 证 明 4 : LP?(Mi) 一 LP?(Mz) 且 上 人 < Ci%C2?, 其 中 1/p+1/q=1. 

2.2 设 4 是 数 域 K 上 的 赋 范 空间 X 中 的 线性 算 子 ， 试 证 明 ， 如 果 4 的 预 解 集 p(A) 非 
空 ， 那 么 4 一 定 是 闭 的 . 

2.3 用 AC([a,9) 表示 定义 在 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 空间 . 对 于 1>0 及 1<p<g oo, 定 
义 

Au=u, Vue D(A):= {ue AC(I0,N)): wu € LL?(0,0), u(0) = 0}. 

证 明 o(A) = SG 并 求 出 4 的 预 解 式 . 

2.4 设 1g pg oo,g9E€L?(0,1), vw 在 [0,1 上 绝对 连续 ， 且 满足 u(0) =V(H =0 及 

u(z) 一 和 vw" (z) = 9g(z) 在 (0,1) 上 几乎 处 处 成 立 ， 

其 中 入 E (0, co). 试 证 明 lullp < llgllz. 

2.5 对 于 vecCi([0,i), 定义 hu = ww. 试 证 明 , 在 Co([0,1) 中 4 和 -4 都 是 m- 增生 
算 子 ， 并 求 出 4 的 谱 . 

2.6 设 针 是 Banach 空间 ，A,B 是 XX 中 的 闭 线性 算 子 ，D(B) C D(4), 并 且 B 是 1-1 
的 、 到 上 的 . 试 证 明 4B-: € L(X). 

27 取 X=fu:uwec(oH),uw(0) =w(1) = 0}. 假设 aeC(0H),a(z) > 0. 定义 


Au= -al ， uvE D(A):= {uv € C7°([0,1): u,v €X}. 


试 证 明 4 是 m- 增生 算 子 . 
2.8 设 QcRN 是 一 个 有 界 光 滑 区 域 ， 和 = (0) x 2(Q). 定义 


入 三 inf {lVulli : we HB(O), llull? = 1}, 
((u,v), (w,z)) = [ (Vu: Vuy++muw+vz)dr, m > 一 入 . 
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证 明 这 样 定义 的 〈., :) 是 空间 区 中 的 内 积 ， 并 且 由 该 内 积 所 确定 的 范 数 等 价 于 通常 意义 下 的 范 
数 ‖w 2) = ullas + llvllz. 
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83.1 引 ET 
本 书 的 主要 目的 是 研究 如 下 形式 的 抽象 微分 方程 


| v(t) + Au = F(t,u), t>0, 
(3.1) 


u(0)= xz € XX, 


其 中 ， 4 是 Banach 空间 X 上 的 线性 算 子 ， F(t,w) 是 具有 某 种 特定 性 质 的 函数 
( 非 线性 函数 ) ，w 是 函数 4%: [0,00) 一 的 导数 ， 即 


lim zt +h) -ud -w=0. 


当 三 0 时， 问题 (3.1) 成 为 


(3.2) 


u(t)+ Au=0, t>0, 
u(0) = xz € X. 


如 果 对 任意 给 定 的 初 值 u(0), 问题 (3.2) 在 [0, co) 上 均 存 在 唯一 解 u(t), 那么 存在 线 
性 算 子 @(, 使 得 对 t,s > 0, 有 


u(t) = Qu0), QWQ(s) = Qt+s). 


形式 地 把 Q(t) 写成 8(t) = e 所 . 如 果 解 关于 初 值 连续 ,那么 Q(t) 是 有 界 的 . 在 应 
用 中 ,通常 可 以 使 得 Q(t) 的 定义 域 是 整个 空间 X. 显然 ,映射 上 一 Q(t) 应 当 具 有 
某 种 连续 性 ， 基 于 这 些 理由 以 及 一 些 技巧 方面 的 考虑 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 ， 

定义 3.1.1 Banach 空间 匀 上 的 一 艇 有 界线 性 算 子 {Q(Djt>o 称 为 是 一 个 强 
连续 半 群 (或 Co 半 群 ) ， 如 果 

(a) Q(0) = 了 ( 恒 等 映射 ) ， 

(b) QQ = Q(t+s) 对 所 有 ts >0 成立， 

(c) lm |Q8()z 一 z=0 对 所 有 zeX 成立 . 

以 后 ， 就 记 Q(t) = {Q(t)}zo 
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定义 3.1.2 ” 设 Q(t) 是 Banach 空间 XX 上 的 Co 半 群 定义 集合 D(4) CX: 
TE D(A4) 当 且 仅 当 存在 y € XX, 使 得 


zz -Q(t)a]- 串 =0. 


lim 
t 一 0 十 


对 于 这 样 的 ze D(4) 以 及 与 之 对 应 的 y, 定义 4z = y. 线性 算 子 -4 就 称 为 Co 半 
群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 . 
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定理 3.2.1 设 Q(t) 是 Banach 空间 和 上 的 Co 半 群 ， -4 是 它 的 无 穷 小 生 
成 元 ， 则 以 下 结论 成 立 : 

(1) 存在 常数 M > 0 与 ae RR, 使 得 8( 媳 < Me "对 所 有 t>0 成立 ; 

(2) 对 每 一 个 z e 久 , 映射 Q(t)z € C([0, 00), X); 

(3) 对 zeX,t 之 0, 有 


[ Q(s)zds E D(A), HL zx — Q(t)7 = 4 Q(s)zds， 
0 0 


(4) 对 zeD4), 记 =Qz,t>0. 那么 对 每 一 个 t>0, w(t) € D(A), 导 
数 蝶 (t) 存在 ， 且 成 立 


du 
(0) = =4u0 = —Q(t)Az, 


也 可 以 写成 : 在 D(4) 上 ，Q8'(t) = -Q(t)4; 

(5) (4 一 AD)-1Q(t) = Q(t)(4 一 AD)-!， Y 和 Ep(4),t > 0, 这 里 的 I 表示 单 
位 算 子 ; 

(6) 4 是 闭 笛 定 线性 算 子 ; 

(7) 假设 7 e (0,col,w: [0,7) 一 连续 .如果 ult) & D(4), 导数 于 (0 存 
在 ， 并 且 满 足 

0 + Aut)=0, vte(0,7). 

那么 u(t) = Q(t)u(0) 在 [0,7) 上 成 立 ; 

(8) 如 果 T(t) 是 XX 上 的 Co 半 群 , 也 以 -4 为 无 穷 小 生成 元 , 那么 T(t) = QQ 的 
对 所 有 上 > 0 成立; 

(9) 对 任意 和 (实数 或 复数 ) ， {eXQ(t)}j>o 是 X 上 的 Co 半 群 ， 其 无 穷 小 生成 
元 是 XT - 4. 
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证 明 首先 证 明 ,Sup Q(t) 咱 <oo 对 某 个 e>0 成 立 ， 如 若 不 然 ， 则 存在 如 E 


(0,1/n), 使 得 ||Q@(t 川 > n， 由 一 致 有 界 原理 (Banach-Steinhaus 定理 ) 知 ， 存 在 
7 EX, 使 得 sup 上 Q(tn)zl = oo. 然而 , 由 定义 3.1.1 知 ， lim Q(tn)z = 对 每 一 个 


zt EX 都 成立， 这 是 一 个 矛盾 . 
因此 ， 存 在 M es (1,o0) 和 < > 0, 使 得 8() | < M 对 所 有 te [0,e] 成 立 ， 记 
M =e-%, 其 中 4a<0. 对 于 n>0 及 ne <t< (n+1)s, 我们 有 


IQW = Q(t -ne)Q"()N < MM < Me 


故 结论 (1) 成 立 . 
因为 对 ze 天, 有 


IQ(t + h)z — Q(z < QW RNR) -zl 如 果 h>0, 
IQ(t— hz — Q(z < le 一 和 全 ez 一 ?| 
< Me "tMIQ(h)z zl， 如 果 0< hg 


所 以 结论 (2) 成 立 . 
当 t= 0 时， 结论 (3) 显然 成 立 ， 而 当 t+ > 0 时 ， 因 为 对 > 0, 有 


1 t 
CC- QW) /ojnds 
到 > 人/ Q(s)zds —T y Q(s + h)zds 
t t+h 
一 二 Q(s)zds 一 5/ Q(s)zds 


h t+h 
ey 天 | [Q(s)z — zlds — = 站 [Q(s)z -qdbzalds 
— 7— Q(t)z, 当 岂 一 0 时 ， 


所 以 结论 (3) 成 立 . 
下 证 结论 (4) . 取 几 > 0. 注意 到 对 任意 上 > 0, 当 hh 一 0 时 ， 有 


-1 ~ QUWlobz=Q9gzP-QOe 一 4r 


因此 ，w(t) € D(A), Avu(t) = Q(t) Az, 并 且 Dtw(t) = 一 4Aw(t), 这 里 的 D+ 表示 右 导 
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数 . 当 上 > 0 时， 因为 对 于 0<h<t, 有 
-71Q(t -Ah)z ~ Q(é)] 
= Q(t—h)lAz ~ z(z ~ Q(h)o)] ~ Au(t) + Q(t)Az ~ Q(t ~ Ar 
一 —Aul(t), 当 及 一 0 时， 


所 以 D-ult) = 一 Au(t). 故 结论 (4) 成 立 . 
现 证 结论 (5) . 设 ye X, 并 记 z = (4 - AD)-19. 由 结论 (4) 知 


(4- DQ(Dz = QO A Dz = QO 
因此 
(A—AT) Q(t)y = Q(t)z = QA—ND yy VyeX. 
故 结论 (5) 成 立 . 
下 证 结论 (6) 。 设 Tn 全 D(A) 满足 rn， 4zn 一 yy, 其 中 ZU E 及， 利用 结论 
(4) 知 
— Q(t)zn = 上 Q(s)4znds， t>0. 
0 


从 而 ， 由 控制 收敛 定理 (推论 1.2.8) 便 推出 
ye | Oo. So 
于 是 当 t 一 0+ 时 ， 有 
a — Q(t)z] -了 Q(s)yds — Y, 


因此 ， zeD(4) 且 4z =y. 这 说 明 4 是 闭 的 . 
接 下 来 说 明 4 是 稠 定 的 ， 即 证 D(4) = X. 对 任意 给 定 的 zx € X, 记 zt = 
if Q(s)zds, t > 0. 由 结论 (3) 知 ，zt e D(A). 显然 ，m 一 x. 因此 ，D(A) = 
故 结论 (6) 成 立 . 
现在 证 明 结 论 (7) . 取 te (0,7), 记 w(s,t) = Q(t 一 s)u(s), s € [0,t]. 令 9=t-s, 
则 当 s € (0,t) 时 ， 9 > 0, 且 成 立 


> = QO) + Q'(0) Suls) = Q(0) 2 — Q'(0)u(s) 
= —Q(0)Au(s) + Q(0) Au(s) = 0. 
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因此 ， vw(0,t) = v(t 加, 即 w(t) = Q(t)u(0). 这 说 明 结 论 (7) 成 立 . 

下 证 结论 (8) . 选取 re D(4), 并 记 u(t) = 了 T(t)z. 由 结论 (4) 知 , 对 于 了 = oo, 
满足 结论 (7) 的 条 件 ， 从 而 T(i)z = Q(tb)z 对 t> 0 成立 又 因为 D(4) 在 XX 中 是 
稠 的 ， 所 以 结论 (8) 成 立 . 

结论 (9) 可 以 直接 由 定义 3.1.1 和 定义 3.1.2 推出 . 证 毕 . 

定理 3.2.2 设 -4 是 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 如果 存在 M > 0 与 
a € R, 使 得 18(O1 < Me-% 对 所 有 + 上 > 0 成立. 那么 ， 只 要 入 满足 ReA < a, 就 有 
和 ep(4), 并 且 还 成 立 


(4—AT) "| < M(a— Re\) ", vnz1, 


(4 一 和 A7) "2z = my Fe sn le\sQ@Q(s)zds， Vn>1,7xeX. 
三 1 
证 明 对 于 ?>1 及 ZEeX, 定义 
Rnz = i sn le\sQ@Q(s)zds. 


显然 ，Rn 是 外 上 的 线性 算 子 ， 因 为 


1 站 nC— —Q)s —nNn 
[Ral < ni ”Mem lalds = Ma ReN™"lzl, 


所 以 ， Rn es L(X). 接 下 来 用 数学 归纳 法 证 明 R, = (4 一 和 DD)™". 
任 取 ze D(A), 由 定理 3.2.1 的 结论 (3), (4) 和 (9) 便 知 


ST (e*Q(t)z) = e¥Q(t) (MN — A)z = (NT — A)e™Q(t)z, 


| | e*sQ(s)(A— MT)zds = 7£ — e*Q(t)z = (A— XT) 人/ exs@Q(s)zds. (3.3) 
因为 4 是 闭 的 ， 所 以 可 以 在 (3.3) 式 中 令 上 一 oo, 再 利用 控制 收敛 定理 知 
RizreE D(A), 有 z= (4- NRiz= Ri(A- MDz. 
由 于 4 是 闭 笛 定 的 ， 且 Ri 是 有 界 的 ， 因 此 进一步 可 推出 ， 对 任意 ze 和, 有 
Riz € D(A), (A— MN)Riz=7. 


于 是 ， (4 一 AT)-! = Ri. 
假定 Rn = (4 一 和 I)-” 对 某 个 n> 1 成 立 , 任 取 zeX, 则 有 
{tre*Q() Riz) = nt"-le}MQ(t) Riz + tre*Q(t) NT — A)Riz 
= nt"-leNQ(t) Ri — tre*Q(t)z, 
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从 而 
tre}Q(t) RizT=n | sn le\sQ(s)Rizds — 上 sre*sQ(s)zxds. (3.4) 
0 0 
因为 
li"e Q(t Rizl < MtreWe No Rizl), 
所 以 当 t 一 oo 时 ， treXQ(t)Riz 一 0. 在 (3.4) 式 中 ， 令 上 一 oo, 并 利用 控制 收敛 
定理 ， 就 得 到 
Raiiz = RrRiz = (A A) "lz. 

由 z € XX 的 任意 性 知 ， Rnti = (4 一 和 T)-"+9. 证 毕 . 

推论 3.2.3 设 -4 是 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 如果 入 Eo(4),bER 
满足 > Re 和 , 那么 存在 ze 和, 使 得 sup Q(t)zllest = oo. 

> 

证 明 假设 结论 不 成 立 ， 那 么 由 一 致 有 界 原理 知 ， sup le@(le* < co. 从 而 
由 定理 3.2.2 推出 ， Ae p(4). 这 是 一 个 矛盾 . 

如 果 4 的 谱 包 含 半 平面 ReA < 0 的 一 部 分 ， 那 么 存在 ze X, 使 得 Q(t)z 无 
界 . 事实 上 ， 在 此 情况 下 ， 还 可 以 选取 z € D(A4), 使 得 该 结论 成 立 . 

下 面 的 定理 3.2.4 和 定理 3.2.2 合 称 为 Hille-Yosida 定理 . 它 给 出 了 一 个 算 子 是 
Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 条 件 ， 其 证 明 篇 幅 较 长 ， 且 极 具 技巧 性 ， 然 而 从 本 质 上 
来 讲 ， 就 是 验证 


显而易见 ， 当 上 和 4 都 是 实数 时 ， 上 述 等 式 成 立 . 
定理 3.2.4 设 4 是 Banach 空间 X 中 的 稠 定 线性 算 子 . 如 果 存 在 常数 M >0 
以 及 满足 (一 00, a) C p(4) 的 a € 民 , 使 得 


I(4-AD™ < MG-N", VAe(-o00), n=1,2,.... (3.5) 
那么 存在 X 中 的 Co 半 群 Q(t), 其 无 穷 小 生成 元 为 -4, 并 且 满 足 

IQWN < Me ®, Vt>0， (3.6) 

Jim, sop, lowWz— (1+24) "zs|=0 vrTe(0,0), zeX. (3.7) 


证 明 ” 取 定 T e (0,co), 则 存在 KK = K(a,T) > 1, 使 得 Ke*t > 1 对 所 有 
t € [0,T] 成 立 ， 从 而 存在 N = N(a,T) > 1 使 得 


n+at>0, (1+2) < 天 (+E) < 所 vtel[0,T], n>N. (3.8) 
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定义 
Rn.(0) = 1, n> NWN, 
ee ge (3.9) 
由 估计 式 (3.5) 得 
at\ -1 冤 at\—?n 
[BON SM(I+T) ,RON SM(I+E) ， vielo,T], n>N. 
(3.10) 
从 而 由 不 等 式 (3.8) 知 
IRAON < MK, RION<MK, vteloT), n>N. (3.11) 
任 取 x EX,y EE D(A4), te (0,T],n > N. 利用 (3.9) 式 及 (3.11) 式 推出 
Robz-z= (Rn(D) — Ds —Y) — ERn(D) Ay, 
RGD)z al < (+ MK) -ol + Ag. (3.12) 
因为 D(4) 在 X 中 稠 ， 所 以 估计 式 (3.12) 蕴涵 
im Rn,(t)z — zl| = 0， vn>N, rzEX. 
利用 数学 归纳 法 ， 可 以 证 明 
im 17(Oz 一 2 = 0， VrEX, m,nzN. (3.13) 
由 于 D(4) 在 X 中 稠 ， 因 此 ， 利 用 估计 式 (3.12) 还 可 以 推出 
lim sup ||R,(t)z— 2 a 0， vxEX. (3.14) 
?一 oo rte[0,T] 


对 于 te (0, 了 T],t 十 he (0,7T], 利用 
Ralt+) — Rnlt) + LAR2() = (2) (FR) Ralt + 
以 及 估计 式 (3.11) 知 ， BR.() = 一 (1/n)4R2(t). 于 是 ， 归 纳 可 证 
(Rm)'(b) = 一 一 4RYTL)， vte(0 如 ，mm> N. (3.15) 
此 式 结合 (3.13) 式 与 (3.11) 式 推 出 


t 
z_ R(t)s = 上 Rnti(s)Azds, Vtel0,T], zeD (3.16) 
0 
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现在 证 明 (3.7) 式 . 如 果 ye D(A42), te (0, 了 ,那么 由 (3.15) 式 得 


BSR- RR) = Ee RH) (ES ) hy se (0d) 
(3.17) 
联 立 上 式 与 (3.13) 式 以 及 (3.11) 式 ， 可 推出 
ry — Ray = Rent Rn(s) (Ei:) ae。 Ga 


对 于 xz € XX, 利用 
R(t)T — R(t)z = [R(t) — Ri(t))(z — + Rn(t)y — Rn(t)y 


以 及 (3.18) 式 和 估计 式 (3.11), 我 们 有 


1 1 


m _ pn 到 工 / 工 EE 2rr2\21 42 
RDz — R(t < 2M Kz — y+ 3 (s+) (TMK) NA. 


因为 R2(t)z e D(42) 对 所 有 zexX 成 立 , 所 以 (3.13) 式 说 明 ，D(42) 在 和 中 笛 . 
从 而 
lim RT (Hz — R(t)zl| = 0， vzrE€X. (3.19) 
0,T] 


m,n te 
》 


由 于 了 € (0,co) 是 任意 的 ， 因 此 基于 (3.19) 式 ， 我 们 可 以 按 如 下 方式 定义 
Q(t) : 

Q(t)z = im 下 t>0,7zE€X. (3.20) 
根据 该 定义 以 及 (3.9) 式 便 知 ， (3.7) 式 成 立 ， 显 然 ， Q(0) = 工 因为 对 于 z EX 
及 n 之 N, 映射 R*(-)z : [0,T] 一 XX 连续， 所 以 由 (3.19) 式 知 ， 对 于 ze X, 映射 
Q()z : [0, 00) 一 连续 .， 另 一 方面 ， 由 估计 式 (3.10) 得 


le < Me ®, vtel[o,T]. (3.21) 


在 (3.17) 式 中 ， 取 m =n, 再 对 所 得 结果 从 s 到 上 积分 ， 并 利用 (3.11) 式 便 推 出 ， 
对 于 ye D(4) 和 n>N, 有 


MAK 
IRiGt— sRa(s)y— Rityl < —— lAYyl, 0O<s<t< 了 


由 此 推出 
Q(t—s)Q(s)y=Q(t)y, 0gs<gt, yeD(4’). 
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因为 D(42) 在 XX 中 稠 , 并 且 已 证 Q(t) 有 界 ， 所 以 对 任意 t,s 0, 均 有 Q(t)Q(s) = 
Q(t 十 s). 这 说 明 Q(t) 是 和 上 的 Ce 半 群 . 记 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 为 -A. 利用 
(3.11) 式 、 (3.14) 式 、 (3.16) 式 以 及 控制 收敛 定理 即 得 


zt— Q(t)z = [ Q(s)Azds, t>0, zE€ED(A). 


由 此 及 Q(t) 的 强 连续 性 知 ， 4 是 4 的 延 拓 . 根据 (3.21) 式 和 定理 3.2.2 知 ， 
a 一 1€ p(A). 由 已 知 条 件 扒 出， a 一 1e€ p(4). 从 而 a 一 1e p(4) np(4). 最 后 利 
用 命题 2.1.12 知 ， 4 = 4. 证 毕 . 

注 3.2.1 ” 当 4 是 实数 时 ， lim (7 水 5A) “= ert4 成 立 ， 所 以 根据 (3.7) 
式 ， 我们 可 以 记 Co 半 群 Q(t) = e-!4. 

利用 定理 3.2.2 和 定理 3.2.4, 我 们 有 

定理 3.2.5 设 4 是 Banach 空间 X 中 的 线性 算 子 . 那么 一 4 是 满足 上 8(t)| < 
Me 的 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 当 且 仅 当 

(1) 4 在 XX 中 是 稠 定 的 ; 

(2) 预 解 集 p(4) 包含 射线 (一 00,a), 并 且 成 立 


4- AD-"lg Me-ANrTm VA<a,n=1,2,.... (3.22) 


注 3.2.2 不 等 式 (3.22) 说 明 4 是 闭 算 子 . 

设 Q(t) 是 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 . 对 于 任意 的 t>0, Q(t) 是 对 上 的 有 
界线 性 算 子 ， 记 8*(t) 为 Q(t) 的 共 示 算 子 . 

定理 3.2.6 ” 设 -4 是 自 反 的 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生 
成 元 ， 则 @* 介 := {Q@*(t)jzzo 是 X* 上 的 Co 半 群 ， 其 无 穷 小 生成 元 是 -A*. 

证 明 因为 4 是 闭 笛 定 算 子 ， 所 以 4* 也 是 闭 稠 定 算 子 (定理 3.2.1 和 定理 
2.1.6). 由 定理 3.2.1 知 ， 存 在 常数 M > 0 和 ae 民 ,使 得 上 8() < Me “对 t>0 
成 立 ， 再 由 定理 3.2.2 得 


(4-AD "< Mo- 和 AT， >1 入 <a. 
因此 ， 根 据 定理 2.1.5 和 定理 2.1.11 ， 我 们 有 
(4* -AD "< Mla-N", n>1,A<a. 


由 此 及 定理 3.2.4 推出 ， 一 4* 是 X* 上 的 某 个 Co 半 群 R(t) 的 无 穷 小 生成 元 . 利 
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用 定理 3.2.4 和 定理 2.1.11 得 
( 忆 ( 坟 bz = im [(I + (t/n)A*) "Ez 


= im Ll(T+(t/mn)4)-?7z) 
= £(Q(t)7) = (Qt)7Z， vrE€EX, lexX*,t>0. 


因此 对 t>0, 有 R(t) = 8*(t). 证 毕 . 

注意 到 Hilbert 空间 是 自 反 的 ， 我 们 有 

推论 3.2.7 ”如 果 -4 是 于 ilbert 空间 X 上 的 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 
那么 Q*(t) 是 X* 上 的 Co 半 群 ， 其 无 穷 小 生成 元 是 -4*. 

称 Co 半 群 Q(t) 为 收缩 半 群 ， 如 果 8 的 | < 1 对 所 有 t 之 0 均 成 立 . 

定理 3.2.8 (Hille-Yosida-Phillips 定理 ) 设 4 是 Banach 空间 X 上 的 线性 算 
子 ， 则 -4 是 一 个 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 4 是 稠 定 的 m- 增生 算 子 . 

证 明 假设 4 是 稠 定 的 m- 增生 算 子 ， 则 由 定义 2.2.2 知 ， (-oo,0) C p(4). 
此 外 ， 由 定理 2.2.2 知 ， 对 于 M = 1 以 及 a = 0, 定理 3.2.4 的 条 件 成 立 . 因此 ， 根 
据 定理 3.2.4 知 ， -4 是 某 个 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 

假设 -4 是 收缩 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 由 定理 3.2.2 知 ，A+1 是 到 上 的 . 
设 ze D(A). 由 注 2.1.1 知 , 存在 Le F(z), 即 4e X* 并 且 满 足 4(z) = tl2 = zl2. 
定义 f(t) = ReL(Q(t)z), 则 有 


f(0)= lz 上 § f0) < zl f(t) = -Ret(Q(t)Ar),, t>0. 


所 以 ， Re(Az, 《) = Rel(4z) = 一 了 "(0) > 0. 由 此 知 ， 4 是 增生 算 子 . 又 4+I 是 
到 上 的 ， 故 由 命题 2.2.3 知 ， 4 是 m- 增生 算 子 . 证 毕 . 

推论 3.2.9 ”如 果 4 是 Hilbert 空间 上 的 线性 算 子 ， 则 -4 是 一 个 收缩 半 群 的 
无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 4 是 m- 增生 算 子 . 

在 本 节 的 最 后 ， 我 们 引入 等 距 群 的 概念 ， 并 且 证 明 Hilbert 空间 上 的 一 个 斜 
共 斩 算 子 一 定 是 某 个 等 距 群 的 无 穷 小 生成 元 . 

定义 3.2.1 ”Hilbert 空间 瑟 上 的 一 艇 单 参数 线性 算 子 {Q(t)}ier 称 为 是 一 个 
等 距 群 ， 如 果 以 下 条 件 成 立 : 

(1) lIQ(Wzl= lzl, vzeH,teR:; 

(2) Q(0)=I, Q(t+s)= Q(tQ(s), Vs,teR; 

(3) 对 任意 ze 万 , 函数 Q(t)x € C(R, H). 

定理 3.2.10 设 互 是 Hilbert 空间 ，A4 是 互 上 的 斜 共 斩 算 子 , 则 -4 是 某 个 
等 距 群 {Q(t)}er 的 无 穷 小 生成 元 同时， 对 任意 ze D(4), 函数 u(t) = Q(t)z € 


CR, DJ4))nC 人形, 万 ), 且 满 足 
w(t)+Ault)=0, vteR. (3.23) 
此 外 ， 还 有 
Q(t)= Q(t) vteR. (3.24) 


证 明 因为 4 是 斜 共 斩 算 子 ， 所 以 4 是 稠 定 的 ， 且 4 和 -4 都 是 m- 增生 
算 子 ( 见 推论 2.4.7) ， Hille-Yosida-Phillips 定理 说 明 ， -4 和 4 分 别 是 收缩 半 群 
{Qt+(t)}tzo 和 {@- 人 的 }t>o 的 无 穷 小 生成 元 . 令 


Q+(t), t>0, 

Q (—t), t<0. 
那么 定义 3.2.1 中 的 条 件 (2) 和 (3) 成 立 ， 现 在 说 明定 义 3.2.1 中 的 条 件 (1) 成 立 . 
对 上 >0, 有 

IQ(t)zl| = le 一 (zl < llzll, 
lzl = |8(-t)80)z| = [8 0 (zl < Q(zll. 
从 而 Q(t)zl| = lzll. 对 于 上 < 0 的 情形 , 证明 完全 相同 . 所 以 由 定义 3.2.1 知 ， 一 4 
是 等 距 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 . 
下 证 (3.23) 式 . 对 ze D(4), 有 


dt 下 4 
dt | io dt li=0’ 


从 而 w(0) = -4z = 一 Au(0). 再 由 定理 3.2.1 的 性 质 (4) 可 得 (3.23) 式 . 
最 后 证 明 (3.24) 式 . 对 于 ze D(4), 记 w(t) = Q(t)z, v(t) = Q@*(t)jz. 利用 
A* = 一 4A 和 推论 3.2.7 得 
u(t) + Ault) = 0, 
v(t) — Av(t) = v(t) + A*v(t) = 0. 
令 w(t) =v(--), 则 有 
w(t)= -v(t) = -Av(-t) = -Aw(t), w(0)= 7. 


由 解 的 唯一 性 知 ， 的 = w(t) = v(--), 即 Q(z = 8*(-t)z. 再 利用 稠密 性 知 ， 
Q(t) = Q*(--t), vte R. 证 毕 . 
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如 果 Q(t) 是 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 ， -4 是 它 的 无 穷 小 生成 元 ， 那 
么 ， 由 定理 3.2.1 知 ， 对 任意 ze D(A4), 问题 (3.2) 有 解 u(t) = Q(t)z. 然而， 对 于 
z € XX\D(4), 我 们 不 知道 问题 (3.2) 是 否 还 有 解 . 为 了 更 好 地 了 解 问题 (3.2) 的 可 
解 性 ， 我 们 引入 扇形 算 子 、 可 微 半 群 和 解析 半 群 的 概念 . 

约定 arg0=0. 当 CeC\1{0} 时 ，argC € [7,7), 并 记 5= |Cleiars<. 

定义 3.3.1 假定 a€e RIM > 0,0 € (0,5)X 是 复 Banach 空间 . 取 
U(a, M,0,X) 是 X 上 具有 如 下 性 质 的 闭 稠 定 线性 算 子 4 的 全 体 : 对 满足 
larg( 和 一 a)| >9 的 任意 入 eC, 均 有 


M 
| 
Mep(4), 有 A- 和 A) I 


如 果 4 属于 某 个 集合 U(a, M, 90, 义 ), 就 称 4 是 扇形 算 子 . 

定义 3.3.2” 设 Q(t) 是 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 ,如果 对 任意 ze X, 函 
数 Q(t)z 关于 上 > 0 可 微 ， 那 么 就 称 Q(t) 是 可 微 半 群 . 

定义 3.3.3 ”Banach 空间 X 上 的 一 和 焦 有 界线 性 算 子 Q(t) 称 为 是 实 解析 半 
群 ， 如 果 

(1) 对 任意 z eX 和 《eX*, 函数 L(Q(t)z) 关于 te (0,co) 实 解析 ; 

(2) Q(0) = 了 且 对 任意 xz € X, 均 有 im QT = 7; 

(3) Q(t+s) = Q(t)Q(s) 对 所 有 st 上 >0 成 立 . 

定义 3.3.4 记 S5:={z: 91<argz<p2, 9p1<0<9p2) 设 8(z) := {Q(z2)}zes 
是 Banach 空间 X 上 的 一 艇 有 界线 性 算 子 ， 称 Q(z) 为 解析 半 群 ， 如 果 

(1) 对 任意 ze 和 与 Le X*, 函数 L(Q(z)z) 关于 ze 5 解析 ; 

(2) Q(0) = 了 且 对 任意 ze 式 , 均 有 lim Q(z)z = 7; 


2 一 0 
(3) 对 任意 z1, z2 e 5S, 等 式 Q(z1 十 2z2) = Q(z1)Q(z2) 均 成 立 . 
3.3.1 可 微 半 群 和 解析 半 群 的 性 质 


定理 3.3.1 设 Q(t) 是 可 微 半 群 ， -4 是 它 的 无 穷 小 生成 元 ， 那么 对 任意 
z EX, 问题 (3.2) 有 唯一 解 ult; z) = Q(t)z. 
证 明 ”因为 8(t) 是 可 微 的 ， 所 以 对 任意 上 > 0 与 z eX, 极 限 


in OOQbz- gal= ,ilQC+Dz 一 GO 


h 一 0+ hh 
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存在 . 这 说 明 


0 


Q(t)z Ee D(A), 且 —AQ(). 


类 似 可 得 二 9 人 - -49(), 所 以 ， 到 加 = -49(). 定理 3.2.1 的 结论 (7) 保证 
了 解 的 唯一 性 . 证 毕 . 

推论 3.3.2 ” 若 -4 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 对 任意 ze X, 问题 
(3.2) 有 唯一 解 . 

如 果 -4 是 一 个 不 可 微 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 , 那么 一 般 而 言 , 当 x 4 D(A4) 
时 , 初 值 问题 (3.2) 没有 解 . 我 们 称 函数 Q(t)z 是 问题 (3.2) 的 “广义 解 "， 这 个 广义 
解 通常 又 称 为 适度 解 . 虽然 定义 初 值 问题 (3.2) 的 广义 解 的 方法 有 多 种 , 但 是 不 管 
用 哪 种 方法 定义 广义 解 ， 最终 都 将 推出 与 Q(t)z 保持 一 致 . 一 种 定义 广义 解 的 方法 
就 是 : 称 [0,ce) 上 的 连续 函数 “ 是 问题 (3.2) 的 广义 解 ， 如 果 存 在 zn e D(4), 使 得 
zn 一 u(0), 并 且 Q(t)zn 一 ult) 在 任 一 有 界 区 间 上 一 致 成 立 . 显然 , 用 这 种 方法 所 定 
义 的 广义 解 不 依赖 于 序列 {zn} 的 选取 , 并且 是 唯一 的 . 此 外 ， 当 初 值 u(0) € 了 (4) 
时 ， 这 样 定义 的 广义 解 就 是 问题 (3.2) 的 真正 解 . 根据 这 个 定义 ， 对 每 一 个 z €E X， 
问题 (3.2) 均 有 广义 解 Q(t)z. 

定理 3.3.3” 设 Q(t) 是 可 微 半 群 ，B 是 它 的 无 穷 小 生成 元 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(1) 对 所 有 t+>0 和 n> 1,Q(t) :对 一 D(B"). 此 外 ， 对 任意 ze XX, 函数 
Q(t)z 关于 t > 0 无 穷 次 连续 可 微 ， 并 且 Qm)( = B"Q(t) 是 有 界线 性 算 子 ; 

(2) 对 任意 n> 1,Q"m- 的 关于 上 >0 连续 ; 

9 ong = (29 (©)) =(0 (0)) 

证 明 当 n = 1 时 . 由 假设 条 件 知 ， 对 任意 +>0 与 ze, 有 Q(t)z € 
D(B), Q'(t)z = BQ(t)z.， 因为 B 是 闭 的 且 Q(t) 有 界 ， 易 证 ， 对 任意 给 定 的 t > 0， 
BQ(t) 是 闭 的 .利用 闭 图 象 定理 (定理 2.1.1) 可 推 知 ，BQ(t) 是 有 界线 性 算 子 . 

下 面 估计 Q(tz)z -8()z. 记 pgax 9 = Mi, 则 对 任意 0< 生 < 好 
ti 十 1, 有 


latt)z — Ql)zl = | 上 ， BQ(s)zds| = | | “ae -Bedtozds| 
< Mil|BQ(t)) : lzll(t2 — ti), 


即 
[Q(t2) — QE < Mi BQ (tz 一 四 


这 表明 Q(t) 关于 上 > 0 连续 .因此 当 n= 1 时 ,结论 (1)~(3) 成 立 . 
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接 下 来 ， 采 用 数学 归纳 法 进行 证 明 . 假设 结论 (1)~(3) 对 某 个 n> 1 成 立 . 任 
意 给 定 t>0 及 zeX, 取 0<s<t. 因为 Q(t): XX 一 D(B"), Q(t)z = BrQ(z， 
所 以 
QW (tz = B"Q(t — s)Q(s)z = Q(t — s)B"Q(s)z € D(B). 
故 Q(t)jz e D(B"1) 且 
QV(t)z = BQ(t— s)B"Q(s)z = B+1Q(t)z, vrexX,t>0. 


由 于 B"+1Q(t) = B(B"Q(t)) 是 闭 的 且 D(B"+1Q(t)) = XX, 因此 利用 闭 图 象 定理 
知 ， B"+1Q(t) = B(B"Q(t)) 是 有 界 的 ， 即 结论 (1) 对 n 十 1 成立. 
对 于 0< toi 十 1, 我 们 有 


lw) -Amey = | Ba")as| 


= | 矿 Q(s— t1)B"+1Q(t1)zds| 


< Mi||B™+ Q(t)) :lzll(tz — ti). 


这 表明 ， Q(t) 关于 上 > 0 连续 ， 即 结论 (2) 对 n 十 1 成立. 
最 后 证 明 结论 (3) 对 n 十 1 成立， 因为 对 0<s<t, 有 


rg- (a9()) = (50S) 0)) 
-(0 (5S) (0)) -ou-5 (00) 


Qt) = BQ(t-s) (BQ (2)) . 


| nt 
~ n+l 


e020 (ast) (90 ah)) ~ (50 afr)) | 


这 说 明 ， 结 论 (3) 对 于 nn 十 1 成 立 . 证 毕 . 
定理 3.3.4 设 pe (0,3), 记 5S:= {z EC: |argz| < pb,zz# 0}， 如 果 
{Q(z)}zesnto} 是 复 Banach 空间 X 上 的 一 艇 有 界线 性 算 子 ， 并 且 满 足 : 

(1) 存在 M 和 a e RR, 使 得 8(z) 咱 < Me -对 所 有 z e 3 成 立 ; 


(2) 对 任意 LeX* 与 ze 对 ,函数 z 一 L(Q@(z)z) 在 9 内 解析 ; 


便 有 
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(3) Q(t) = {Q(t)}tzo 是 Co 半 群 ， 它 的 无 穷 小 生成 元 为 一 4. 
那么 4 是 X 中 的 扇形 算 子 . 

证 明 任 取 Le X*,zeX, 和 入 <a. 记 f(z) = 人 (Q(z)z)e*x, 其 中 ze 3. 因为 f 
解析 ， 所 以 由 Cauchy 积分 定理 知 


[ ou / (Od = 1 seat 引 / fl(é£)dt, 0<e<T,zes. 


ToTz E 一 EZ 


根据 条 件 (1), 可 以 在 上 式 中 , 令 工 一 co, e 一 0+, 于 是 
[ f(t)dt = | f(zt)zdt. 
由 定理 3.2.2 知 ， 对 任意 LeX* 和 zeX, 有 


Ll((A—AT)-!z) = = L(Q(zt)z)e^stdt， ZE€S, 和 < a. (3.25) 


记 (3.25) 式 的 右 端 项 为 Q( 和 ; z)， 条 件 (1) 说 明 ， 对 每 一 个 ze 5, 在 半 平 面 
Re{( 和 一 a)z} <0 上 Q(;z) 是 和 的 解析 函数 .由 等 式 (3.25) 知 ， 对 任意 入 < o, 都 
有 Qi z) = Q( 和 ;1). 因此 在 其 公共 定义 域内 ， Q(X;z) = Q(;1) 成 立 ， 从 而 存在 
z € 5, 使 得 我 们 可 以 把 Q(; 1) 延 拓 成 在 Re{( 和 一 a)z} < 0 中 关于 和 解析 的 函数 . 
区 域 Re{( 和 一 a)z} < 0 实际 上 就 是 |arg( 和 一 a)| > 一 6. 此 外 , 在 此 区 域 中 还 有 下 
面 的 估计 : 

f Mlz| :ll llzl _ Mt lz 


OS Ee Ra oo (a 


(3.26) 


记 @Q = inf {Qa > 0: |arg( 和 一 a)| > a 二 > 入 € p(4)}. 则 由 定理 3.2.2 知 ， 
Q < 3 因为 (4 一 a 解析 ， 所 以 《((A4 一 AT)-1z) = Q(;1) 在 扇形 |arg( 和 一 a)| > 


max {@, 一 B} 内 成 立 ， 并 且 由 (3.26) 式 知 ， 在 这 个 肩 形 内 还 成 立 


M 


| 
[CD I 


(3.27) 
如 果 a > 一 B, 那么 由 定理 2.1.10 推出 , 对 于 扇形 |arg( 和 一 oj| > a 中 的 每 一 个 点 
入 以 一 | 和 一 alcos(a + 8)/M 为 半径 的 圆 盘 都 属于 p(4). 这 与 a 的 定义 相 矛盾 ， 因 
此 ，a < 二 一 B. 再 由 (3.27) 式 知 ,对 每 一 个 ge (研一 B, 二), 都 存在 Me < co, 使 
得 4 ZW(a， Moe, 0, X). 从 而 定理 得 证 . 
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3.3.2 ”扇形 算 子 的 性 质 


引 理 3.3.5” 设 4 是 扇形 算 子 ， z e C. 如 果 存 在 Ae 取 , 使 得 直线 Rez = 和 
属于 4 的 预 解 集 ， 那 么 存在 6 > 0, 使 得 带 形 区 域 | - Rez| < 5 也 属于 4 的 预 解 
集 . 

证 明 设 4exM(aAM,b%X). 如 果 结 论 不 成 立 ， 那 么 存在 序列 {zk} C o(4), 使 
得 Rezx 一 入 因为 |Imzx| < (Rezx 一 a)tan9, 所 以 存在 {zx} 的 子 列 收敛 于 某 个 z， 
且 有 Rez = 入. 这 是 不 可 能 的 (因为 o(4) 是 闭 的 ) .这 说 明 结论 成 立 . 

定理 3.3.6 设 4 是 X 中 的 扇形 算 子 ， 如果 存 在 ae RR, 使 得 Re 和 >a 对 所 
有 入 ec(4) 成 立 ， 则 存在 M > 0 与 6e (0,5), 使 得 AeUa,M,0,X). 

证 明 ”因为 4 是 X 中 的 扇形 算 子 ， 所 以 存在 ae 了 Mi > 0 及 be (0,3)， 
使 得 A Ee U(ai, Mi,01, 六). 如 果 a < a1, 那么 当 |arg( 和 一 a)| > 6 时 ， 就 有 


| 入 一 al| 这 | 入 一 alsin 01. 


因此 ， 4 e U(a, Mi/ sin01,01, X). 
如 果 a > al, 那么 由 引 理 3.3.5 知 ， 存 在 b> a, 使 得 Re 入 >b 对 所 有 入 e c(4) 
成 立 . 取 6 满足 ( 履 一 altan0=( 必 一 ai)tan0, 则 0 > 01. 因为 


35:={AXEeC: 人 -all 和 (一 ai)/ cosb ReM gb} Cp(A), 
所 以 函数 入- ol:1(4- AD- 在 3 上 连续 ， 故 存在 最 大 值 ， 记 为 C1. 于 是 


C 
县 一 上 || < 1 
l(a- < es 


如 果 和 gS 有 和 且 |arg( 和 一 a)| > 0, 那么 


= A—al<|A-al+a—-a < 2|A— al. 


入 一 > 
| 0 cos 01 


取 M = max{C1,2Mi}), 便 得 结论 ， 证 毕 . 
定理 3.3.7 设 A4eU(a,M,9,X), B: D(B) 一 和 是 线性 算 子 ， 如果 D(B) > 
D(4), 并 且 
12Bzl < sl4zl+Clzl， vzeD(A), 


其 中 0<e<1/(M ++1), C 是 正常 数 . 那么 A 十 B 是 XX 中 的 扇形 算 子 . 
证 明 取 " > 0, 使 得 


Li:=e(l+M)+ Ml(ela|+ COC)/r <1. 
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若 入 满足 | 和 一 a| >7 且 |arg( 和 一 a)| > 9, 则 由 定理 2.1.9 得 


IB(A—ADT < elA(4— MAD) + CMA -MDT 
< e(1+|A(4—AD)7 HN) + CA- ND) 
< el(1+M)+M(elal+C)/IA-al gh, 
(A+B-ADN)-!= (4A)iI+B(A- NMA) 


M 
A+B-Ag 一 一. 
I re 


易 证 ， 若 入 满足 | arg (- (a— 5)) | > 9, 则 入 一 定 满足 


noO 


IA—al>7r, |arg( 和 8—a)|>0 上 且 -al>|>- (a— ms)|sino. 


因此 
M 


A+Beu(a- eg i Xx). 
证 毕 . 
对 于 be RR, yp & (0, 世 ), 我 们 在 复 平面 C 上 按 如 下 方式 定义 一 条 路 径 7 = 
Y(t) : 
y(t) = b+ ltlcosy 一 过 sin w， teR. (3.28) 


复 平面 


图 3.1 积分 路 径 7 


用 Ar 表示 由 y(0) 一 7(T) 一 7(-T) 一 7(0) 构成 的 闭路 径 ， 根据 Cauchy 积 
分 公式 ， 对 任意 多 项 式 PP 以 及 任意 的 zeEC, 均 有 


83.3 ”扇形 算 子 与 解析 半 群 57 


1 P(Ne-* 0, 如 果 5 在 Ar 的 外 部 ， 
A A P(O)e-<， 如 果 5 在 Ar 的 内 部 . 
车 z 关 0 且 w+|argz| < 7, 则 Rez > 0, 并 且 成 立 
Re(Yy(t)z) > bRez + |tzhcos(y + |argz|), teR. (3.30) 
这 说 明 ， 可 以 在 (3.29) 式 中 取 极 限 了 一 co. 从 而 得 到 ， 对 于 《4E C\{b}, 有 
] 1 PUy()e-yGz a 0， 如 果 |arg(6 一 上 > %， i 
ij 706 5 P(Oe-*, 如 果 |arg(6 一 bD)| < %. 


这 就 启发 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 
定义 3.3.5 ”对 于 4 Ee Ul(a,M,0,X) 以 及 满足 | argz| < 一 0 的 zeEC, 定 义 
e-*4 EC(X) 如下: 当 z==0 时 ，e-*4= 了 ; 当 z 关 0 时 ， 


ez4 = 二 /ow — A)-ie™Y(zy (t)dt, (3.32) 
其 中 y(t) 由 (3.28) 式 给 出 (参见 图 3.1), 并 要 求 b 和 ov 满足 
D < oa Pp € (0,7/2— |argz|). (3.33) 


为 了 说 明 这 个 定义 的 合理 性 , 需要 证 明 (3.32) 式 右 端的 积分 收敛 . 事实 上 , 因 
为 
yt) —al>(a—b)sing, |arg(7 的 一 ol >2>0， (3.34) 


所 以 对 任意 te€E RR, 有 Y(t) e p(4). 此 外 ， 由 于 (3.32) 式 右 端的 被 积 函 数 在 R \ {0} 
上 连续 ， 因 而 该 被 积 函 数 强 可 测 ， 由 此 及 (3.30) 式 推出 


M e 一 bpRez 
—1,—~Y(t / 
[A 3 A) © 7 )z~y (t)llat < 人 17(b) al eltz| cos(p+|arg z|) ly (Dlat 


Me—tRez 
~ -Daine 
区 9Me-tRez 
~ (a—b)lz|singcos(p + |argz|) 
这 说 明 (3.32) 式 中 的 Bochner 积分 存在 . 下 面 证 明 ，(3.32) 式 右 端的 积分 值 与 (3.33) 
式 中 的 和 wp 的 选取 无 关 . 用 I(b, p) 表示 (3.32) 式 右 端的 积分 . 取 LE L(X)*, 注 
意 到 


/ e-ltz|cos(p+larg zl) dt 
及 


(3.35) 


(I(b, 9)) = y fa, 
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其 中 ， f(A) = 《(( 和 IT 一 4)-')e ,入 满足 |arg( 和 一 a)| > 0. 对 全 >0, 定义 

Ber) = A660) = { 10) Wat 
显然 ， 当 T 了 一 o0 时 ，E(T) 一 0. 取 轴 <a,pre (9, 一 |argz|). 用 加 和 三 分 
别 表示 与 之 对 应 的 y 和 五. 则 由 定理 2.1.10 知 ，f 是 解析 的 . 利用 Cauchy 定理 得 

LU p)) — £(I(bi, #1)) = E(T)— Ei(T)— F(-T)+ F(T), 
其 中 
I J os 

= {10 + 0 -m0 -nds 

注意 到 对 充分 大 的 | 直 有 
|sy(t) + (1 ~ s)m(t)—al>1, 
于 是 由 (3.30) 式 知 
|f (sy(t) + (1— s)y(t)| < IlélIM exp(—CRez— ltz|cos(w + |argz|)), 


其 中 ， C = min{b, b1}, 少 = 二 max{9, p91}. 所 以 当 | 上 一 oo 时 ， F(t) 一 0. 因而， 
4(I(b1, p1)) = 《(I(b, yp)). 由 于 该 等 式 对 所 有 的 Le CL(XX)* 都 成 立 ， 因 此 ，T(b,y) 不 
依赖 于 上 和 vo 的 选取 , 换言之，e-*4 不 依赖 于 和 的 选取 . 从 证 明 过 程 还 可 看 
出 ， 它 也 不 依赖 于 9 的 选取 . 所以， e-*4 只 依赖 于 z 和 扇形 算 子 4. 

上 面 的 讨论 表明 ， 在 应 用 时 我 们 可 以 根据 需要 在 定义 3.3.5 中 选取 不 同 的 积分 
路 径 . 

不 等 式 (3.35) 的 右 端 关于 b < a 和 9E (9, -|argz) 取 极 小 便 得 到 

定理 3.3.8 ” 若 4 euU(a,M,0,X), zeE C\ {0} 满足 |argz| < 了 一 9, 则 成 立 


eM cos(arg z) a 


-a |< inf 一 一 一 一 一 e 
| ls 9<p<#—|argz| TSinwcos( 十 |argz|) 


由 此 及 定理 3.3.6 我 们 有 
推论 3.3.9 ” 设 4 是 扇形 算 子 . 如 果 存 在 we 了 及, 使 得 Re 入 > a 对 所 有 入 e c(4) 
成 立 ， 那 么 存在 M 和 6 > 0, 使 得 


|e-*4 | < Me-oRe 之 
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对 所 有 满足 |arg z| < 6 的 z 成 立 . 

定理 3.3.10 ” 设 4 € Ul(a, M,0,X)， 若 复数 z 和 w 满足 ， |argz| < 了 一 
9, |argw| < 一 9, 则 有 e-*4e-*4 一 e+94 

证 明 不 妨 假设 z 关 0, ww 了 0. 记 a = max{|argzl, |argwl}. 选取 5< a pe 
(6, 一 人, 并 定义 


y(t) =b+|tlcosp —itsing, p(t)=7yt)+(a—b)/2, teR. 
再 任意 选取 le C(X)*. 根据 定义 知 
(27ri)2l(e-"4e-4) = 27i 人 Le"4(7y(bT 一 4)-Deryt0za (tdt 
上 0 A) 1)e YH Y(t) p(s)dsdt. 
利用 预 解 公式 
(I-A -OA =0-Wp- A OT A 
以 及 Fubini 定理 ， 可 得 


—Hu(s)w ,1/ syds 
Crite sot) = { (f Sr ) A — A ey (tat 


R As) — Y(t) 
a 
+ (/ y(t) — p(s) ) a )I— A) )e n'(s)ds. 


从 而 由 Cauchy 公式 (3.31) 和 定义 3.3.5 就 推出 
(2ri)2l(e-“4e-z4) = 2ni 人 Ll((u(s)T — A)-l)e-r() (ts) (s)ds 
及 
= (2ri)2l(e (+7)4). 


因为 该 等 式 对 所 有 le L(X)* 成 立 ， 所 以 e-w4e-*4 =e-(w+2)4, 证 毕 ， 

上 述 定理 给 出 了 e-*4 的 半 群 性 质 ， 下面 的 定理 论述 e-*4 的 解析 性 . 

定理 3.3.11 设 AeuU(a,M,0,X), ze C\ {0} 满足 |argz| < 的 一 6, 那么 对 
n 之 0, 有 


(有 E [Yo A 


其 中 y(t) 的 取 法 同 于 定义 3.3.5. 
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证 明 显然 ， 右 端的 积分 存在 ， 记 为 I.(z). 如 果 he C 满足 |h| < |zlcos(p 十 
|argz|), 那么 
2 十 |arg(z 十 尹 )| < 3 且 z 二 +h 去 0. 


因此 这 个 路 径 7 可 用 于 计算 三 (z 十 和. 根据 
le™Y(O(2th) — e—Y(t)z + hry(t)e™ Y(tz| 


< |hy(bl exp{—bRez + |bh| — |tz| cos(p + |argz|) + |thl}, 


可 推 知 
lim |eAE + 有 一 (2)) — | = 0. 
故 结论 成 立 . 


定理 3.3.12” 设 AeuU(a,M,0,X), z EC\ {0} 满足 |argz| < 3 一 9. 那么 对 
任意 n>0, 有 

(1) e-*4 的 值 域 属于 D(4"); 

(2) 4re-z4 = (二 

(3) A"re-*4z = ez44nz 对 所 有 ze D(4") 成 立 . 

证 明 当 n=0 时 , 结论 (1) 和 (2) 显然 成 立 . 假设 结论 (1) 和 (2) 对 某 个 n>0 
成 立 ， 那 么 由 定理 3.3.11 知 ， 对 任意 ze X, 有 


6 2 ， 


4ne-z*47z = eC — A)- lire Y(t (t)dt. 
因为 4 是 闭 的 , 且 4A(yY(t)T 一 A)-1z = 一 z 十 y(t)(yY(t)I 一 4)-1z, 所 以 根据 命题 1.2.11 
知 ， 4"e-*4z ec D(4) 且 


4nm+le-z47r 
271 JR 


Y° (Pz + YOY)T — A)-lzle (Wy (t)dt. 


利用 Cauchy 定理 又 知 


1 


4n+le-z47 = 5 人 OO 一 4)-1ze YY (t)dt. 


这 说 明 结论 (1) 和 (2) 对 n 十 1 也 成 立 ， 因 此 ， 结 论 (1) 和 (2) 对 任意 n > 0 都 成 
立 . 
假设 结论 (3) 对 某 个 n>0 成 立 ， 则 当 ze D(4") 时 ， 有 


hne-z4az = 二 上 (yDI — A)-1Arwe-7 zy (tdt. 
RR 
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如 果 ze 了 (4"+1), 那么 命题 1.2.11 说 明 ， 结 论 (3) 对 n 十 1 成立， 故 结 论 (3) 对 任 
意 n > 0 都 成 立 . 证 毕 . 
定理 3.3.13 ” 设 Aeula,M,0,X),ee (0, 2 本 9) 定义 


s= {zeC\{0): largz| < —0-e}. 


(GD lim le *4z 一 z= 0 对 所 有 zeX 成 立 ; 
2 一 0 > 
G) lm (ze-*4z) -Azl = 0 对 所 有 ze D() 成 立 ; 
二 0 


(8) {6-!4jswo 是 Co 半 群 ， 其 无 穷 小 生成 元 为 -A 
证 明 ”任意 选取 ye D(4),ze S. 取 Y(t) 同 于 定义 3.3.5, 并 要 求 0 < p < 
3 一 |argz| 一 e. 根据 定义 3.3.5 得 
e “hy—e ”y= = (OI A 'y— Ot) — a) ye "Hy (tdt 
~ 2ni 


| OO =a) — A)-1(Ay ~ ay)e—" Oy (at. 


对 于 b=a 一 1/|zl, 令 wv 一 9, 利用 (3.34) 式 和 (3.30) 式 可 推出 
CO yl 


le-*4y 一 eg < |z| 
fsin20sine 


eoRez (3.36) 
注意 到 对 任意 ze X, 有 


le 一 ze 一 2 十 le 一直: 


+lle™*4 — :lz — yl (3.37) 


并 且 D(4) 在 X 中 稠 ， 所 以 由 (3.36) 式 、 (3.37) 式 以 及 定理 3.3.8 可 推 知 ， 结 论 
(1) 成 立 . 

接 下 来 证 明 结 论 (2) . 对 于 ze 5, ze D(A4), 由 定理 3.3.12 可 知 ， es 三 
-ze-tz447. 因而 由 结论 (1) 以 及 定理 1.2.15 的 结论 (1) 得 


1 
2 一 ez47 一 2 etzA Azdt, 
0 
] 1 
=(z —e-*4r)— 4z = (e-244z — Az)dt. 
0 


由 此 及 结论 (1) 可 推出 结论 (2) . 
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现在 证 明 结论 (3) . 显然 ，{e- 声 ]s>o 是 Co 半 群 . 如 果 - 妃 是 半 群 {e-'4}>o 
的 无 穷 小 生成 元 ， 那么 结论 (2) 说 明 ，B 是 4 的 延 拓 . 另 一 方面 ， 由 定义 3.3.1 和 
定理 3.2.2 知 ，a -1€ p(4) np(B). 再 利用 命题 2.1.12 知 ， 4 = B. 结论 (3) 成 
立 . 证 毕 . 

定理 3.3.13 表明 ,如果 4 是 扇形 算 子 , 那么 e-*4 是 解析 半 群 并 且 -4 是 它 的 
无 穷 小 生成 元 ,定理 3.3.4 说 明 ， 如 果 Q(z) 是 解析 半 群 ， -4 是 它 的 无 穷 小 生成 
元 ， 那 么 4 是 扇形 算 子 且 有 Q(z) = e-*4. 

我 们 经 常 要 用 到 下 述 定理 所 给 出 的 有 关 Ae-*4 的 界 的 估计 . 

定理 3.3.14 设 Aeu(a,M,0,X), z EC\1{0} 满足 |argz| < 7 一 0, 则 
e—oRez 


-de-54| < 一 一 一 一 一 一 一 一 
I(4-we™ < Tcos(O 十 |argzl) |z| 


证 明 根据 定理 3.3.11 和 定理 3.3.12 以 及 定义 3.3.5 中 7(t) 的 取 法 ， 我 们 有 


(4-aDe "= 00 -dO A ey) 
M —bRez 


M 
Wy —zA 站 —7Y(t)z 在 
|( al)e | 和 3 hr ldt < Alz|cos(p + |argz|) 


在 上 式 中 令 b 一 a, p 一 0 就 得 到 所 需要 的 界 . 证 毕 . 
推论 3.3.15 ” 设 4 是 扇形 算 子 ， 7 e (0, oo), 则 存在 正常 数 C = C(7), 使 得 


|4e- 纪 < Ct 0<tgD,, (3.38) 
le- 经 一 ers4l < Cs-lt-s， 0<s<t<r (3.39) 
|4e- 经 -4e-s4 < Ctrls-1It 一 s)， 0O0<sgtgr. (3.40) 


证 明 ”由 定理 3.3.8 和 定理 3.3.14 可 得 (3.38) 式 . 利用 定理 3.3.12 知 
le < { Lae-rAlar 
从 而 由 (3.38) 式 可 推出 (3.39) 式 .， 又 因为 
|4e- 经 - 4e-s4| < / | |A2e-"4lldr < / | |Ae—"4/2|l2qdr, 


所 以 ， 利 用 (3.38) 式 就 得 到 (3.40) 式 . 证 毕 . 
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83.4 由 微分 算 子 确定 的 半 和 群 


根据 定理 3.2.8 知 ， 2.5 节 给 出 的 微分 算 子 是 某 个 与 之 对 应 的 收缩 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 下面， 我们 讨论 一 类 高 阶 微分 算 子 并 证 明 它 们 都 是 扇形 算 子 . 
设 Q 是 RN 中 的 有 界 光滑 区 域 ， 考察 2m 阶 微分 算 子 : 
A(z,D)=— >》 aau(z)D?， 


lals2m 


其 中 系数 aa(z) 是 定义 在 @ 上 的 适当 光滑 的 复 值 函数 . A(zx, D) 的 主 部 4'(x, 了 ) 
是 
4'(z,D)= 一 》， Qa(7)D™. 


lal=2m 
定义 3.4.1 ” 称 算 子 -4A(7x,D) 为 强 椭圆 的 ， 如 果 存 在 正常 数 C, 使 得 
一 Re{(-1D74(z， é)} 之 Olél2™, VZE 0, & € RN, 
其 中 é (上 , EN), CQ 一 (al,…: ,QN) € NA ， Ce 一 后 "EN. 
本 节 总 假设 -4(z, D) 是 强 椭圆 算 子 . 我 们 引入 算 子 4A(z, D) 的 形式 共 辊 算 子 : 


A'(z,Du=— 5 (Dr (Go)). 


lal<2m 
设 1<p<o%, 在 I?(Q) 中 定义 算 子 hp: 
D(Ap) = W™™?(0) N Wo (0), 
Apu= A(z,D)u, weD(Ap). 
对 于 g=p/(p 一 1), 在 Lx(Q) 中 类 似 地 定义 算 子 A4;: 
D(A;) = Wo™2(0) N Wo (0), 
Aiu= A*(z,D)u, weD(A:). 
我 们 将 证 明 4* 是 扇形 算 子 . 为 此 ， 首 先 给 出 一 个 定理 ， 用 于 判断 一 个 算 子 是 
否 为 扇形 算 子 . 


定理 3.4.1 设 BB 是 Banach 空间 X 上 的 闭 秽 定 线性 算 子 ， 记 B* 是 巨 的 共 
办 算 子 ， 如 果 存 在 Ro, C > 0, 9 < (0, 三 ), 使 得 对 任意 Xe So := {AeC:IA > 
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Ro, |arg 和 | 之 0}, 均 有 
C 
A 
并 且 方 程 (和 I - B*)v = 0 只 有 零 解 ， 那么 B 是 扇形 算 子 . 

在 证 明定 理 3.4.1 之 前 ， 我 们 先 论 述 一 个 引 理 . 

引 理 3.4.2 ”假设 4 是 Banach 空间 X 上 的 闭 笛 定 线性 算 子 . 如 果 方 程 4*v =0 
只 有 零 解 ， 那 么 4 的 值 域 R(4) 在 XX 中 是 稠 的 . 

证 明 首先 ，RR(4) 是 X 的 线性 子 空间 . 如果 尺 (4) 在 和 中 不 是 稠 的 ， 那 么 
存在 zo EX, 使 得 d= p(zo, R(A)) > 0. 由 Hahn-Banach 定理 知 ， 存 在 fe X*, 使 
得 


lul < lAT- Bull, vwueD(B), (3.41) 


f(zo)=d, |fl=1, 且 f(z)=0, vzxeR(A). 


因此 ， (4*f, zx) = (f, 4z) = 0 对 所 有 ze D(A4) 成 立 因为 D(4) = X, 且 f 连 
续 ， 所 以 对 任意 ze XX, 均 有 (4*f, 7x) = 0. 从 而 ， 4A*f = 0. 因为 A4*v =0 只 有 零 
解 ， 所 以 f = 0. 矛盾 . 

定理 3.4.1 的 证 明 首先 说 明 R(AT -- B) = X. 因为 一 B 是 闭 的， 并且 
方程 (MT 一 B)*v = (A 和 I 一 B*)v = 0 只 有 零 解 ， 所 以 由 引 理 3.4.2 知 ， R(AT  B) 
在 X 中 笛 . 如 果 能 够 证 明 R(AMT - B) 是 闭 的 ， 那么 就 有 R(XMT 一 B) = X. 设 
vn € R(AT 一 B), vn 一 v. 则 存在 un € D(B), 使 得 (和 MT 一 B)wun = vn. 由 (3.41) 式 
知 , | — umll < le 一 vmj|, 即 {wun} 是 一 个 Cauchy 列 . 从 而 存在 ve 和, 使 得 
un 一 4. 又 因为 XT 一 已 是 闭 的 , 所 以 ve D(B) 且 v= (MX=-B)u 即 ve 入 (AT 一 万 )， 
这 表明 R(AT 一 B) 是 闭 的 . 

再 根据 (3.41) 式 知 ， 若 Xe So, 则 (MX 一 B)-! 存在 ， 并 且 


IQr- B)-iull < ll vue D(AI-B)-!) =ROT- B)=X, 
即 有 
XT 一 下) 下 去 一. 
IOr- Bim1< 


显然 ， 存 在 a e R, 使 得 
Sug := {NEC: |arg(A—a)| 20}C So. 


于 是 当 入 e Se 时 ， 我 们 有 


| 入 一 al 攻 M 
A—al 


C C 
Rg 2 A et | ce 
I 
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定理 3.4.1 得 证 . 

为 了 应 用 定理 3.4.1, 首先 叙述 关于 椭圆 型 方程 解 的 先 验 估计 的 几 个 结果 ,其 证 
明 可 以 参见 S. Agmon [2] . 

命题 3.4.3” 设 1<p< oo, 则 存在 正常 数 C, 使 得 


lullam,p < CApullp + lullp), Vue We™?(0) NWo™?(0). 


命题 3.4.4 设 1<p < co, 则 存在 正常 数 C, RR 以 及 0<9< 2 使 得 对 任意 
满足 || > R 且 |arg 和 A| > 9 的 复数 和 ,下面 的 估计 成 立 ; 


C 
llullp < LS -4p)ulp， Ye 丈 2O)nFo (OD)， 


下 面 证 明 4 是 闭 的 ， 且 4; 是 4 的 共 圈 算 子 . 

引 理 3.4.5 车 1<p<o, 则 hy 在 L?(Q9) 上 是 闭 稠 定 的 . 

证 明 因为 Cge(O) Cc D(Ahp), C8°(0) = 2L?(0), 所 以 D(4p) = LP(9), 从 而 4p 
是 稠 定 的 . 

接 下 来 说 明 4， 是 闭 算 子 . 设 uneE D(Ap), 在 L?(9) 中 一 ,Apun 一 v. 根 
据 命题 3.4.3, 可 得 


||un, Ugl|m,p < [| 全 Ug||2m,p 
< C(l|Ap(un — wx)||p + ln 一 uxllp) 一 0 


由 极限 的 唯一 性 知 ，wn 一 在 W2"™?(9) 和 Wo””(9) 中 都 成 立 ， 从 而 € D(A4y). 
因为 4p(wn 一 op < Mun 一 wllzm,p 一 0, 所 以 Apu = wv. 故 hp 是 闭 的 . 

引 理 3.4.6 若 1<p< co, 则 4* 是 hy 的 共 斩 算 子 . 

证 明令 hy 的 共 忽 算 子 为 (4p)*. 分 部 积分 得 


(Apu,v) = (u,Arv), VueD(Ap), ve D(A:). (3.42) 


所 以 ，D(4*) C D((Ap)*), 并 且 对 于 ve D(A4:), 有 Atv = (Ap)*v. 
设 ve D((4p)*), w= (hp)*v. 那么 ve L3(0), 且 


(Apu, v) = (u, w), vue D(Ap). (3.43) 


由 于 D(A4*) = Ze(O), 因此 存在 如 E D(A4;), 使 得 |wn 一 vils 一 0. 从 而 (Apu,vn) 一 
(Apu,v). 该 事实 结合 (3.42) 式 与 (3.43) 式 ， 就 可 推出 


(u, Asvn) = (Apu, Vn) 一 (Apu, v) = 《wh vu€ D(A,y,). (3.44) 


66 第 三 章 ”线性 算 子 半 群 


又 因为 D(45) = LP(Q), 所 以 由 (3.44) 式 知 ， 4svn 一 w. 由 于 4? 是 闭 的， 所 以 
ve D(4)), 即 D((4p)*) c D(A4;). 这 就 证 明了 (4p)* = 4 
最 后 证 明 如 下 结论 . 
定理 3.4.7 设 1<p<oo, 则 4 是 X= ZI2(O) 上 的 扇形 算 子 ， 并 且 -4， 是 
某 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 
证 明 由 引 理 3.4.5 和 引 理 3.4.6 知 ，Ahy 在 L?(Q) 上 是 闭 稠 定 的 , 并 且 (Ap)* = 
4 全. 将 命题 3.4.4 分别 应 用 于 4p 和 4 就 推出 , 存在 9€ ( 0, 了 ) 与 正常 数 RO, 使 
得 对 任意 满足 |A| > 六 和 |arg 和 A|>9 的 和 ,有 
lullp < CIATT HQT — Ap)ullp, vue D(A,), 
livlle < CI 一 As)vlla, Vve D(As). 
第 二 个 不 等 式 说 明 ， 方程 (MT 一 (Ap)*)v = 0 只 有 零 解 . 由 定理 3.4.1 知 ， hy 是 扇 
形 算 子 . 


83.5” 非 齐 次 问题 


本 节 的 目的 ， 是 寻找 一 个 连续 函数 4: [0,T) 一 满足 
人 t € (0,7), 
uv(0) = vo. 


(3.45) 


本 节 总 假定 : 

(1) 了 是 Banach 空间 ， vo € XX; 

(2) -4 是 X 上 的 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 ; 

(3) 0 < 了 < oo fe Li((0,t),) 对 所 有 te (0,T) 成 立 . 

对 于 4 是 扇形 算 子 的 情形 ， 我 们 将 在 7.3 节 中 作 详 细 讨 论 . 

定义 3.5.1 ”函数 : [0,T) 一 X 称 为 是 初 值 问题 (3.45) 在 [0,T) 上 的 古典 
解 ,如果 尽 在 [0,T) 上 连续 ,在 (0,T) 内 连续 可 微 , 对 任意 0<t< 工 有 w(t) € D(44)， 
并 且 在 (0,T) 内 习 满 足 (3.45) . 

定义 3.5.2 ”在 [0,T) 上 几乎 处 处 可 微 并 且 满 足 w e L1((0, 了 T),X) 的 函数 
称 为 初 值 问题 (3.45) 的 强 解 ， 如 果 w(0) = wo, 且 w(t) + Ault) = f(t) 在 [0,T] 上 
几乎 处 处 成 立 . 

定理 3.5.1 设 veC(0,7),X) 且 满 足 初 值 问题 (3.45), 则 


ul OF Q(t sf(s)ds, vtel0,T). (3.46) 
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证 明 因为 v 满足 初 值 问题 (3.45), 所 以 对 任意 t+ > 0, 有 u(t) e D(4). 取 
te (0, 了 T), 并 记 wv(s) = Q(t 一 s)u(s), 其 中 0 <s<t. 如 果 s,s 十 he (0, 了 T,h 关 0, 那 
么 由 定理 3.2.1 得 


Se | 
和 人 + Q(t—s— hu (s) 


+Q(t—s—h) (3 一 wl®)) 
3 AQ(t — s)u(s) + Q(t — s)w(s) 
= Q(t— s)f(s), 
即 v(s) = Q(t 一 s)f(s). 从 0 到 宇 积分 此 方程 ， 并 利用 limv(s) = Qtb)uo 和 定理 
1.2.15, 便 推出 (3.46) 式 . 
定理 3.5.1 说 明 ， 初 值 问题 (3.45) 的 古典 解 一 定 满足 (3.46) 式 . 一 个 自然 的 想 
法 是 ， 可 否 借助 于 (3.46) 式 定义 的 函数 u 来 研究 初 值 问 题 (3.45) 的 可 解 性 呢 ? 为 
此 ， 首 先 要 证 明 (3.46) 式 中 的 Bochner 积分 存在 . ， 
引 理 3.5.2 “对 任意 te [0,T)，Bochner 积分 F(t) := | Q(t 一 s)f(s)ds 在 
在 . 此 外 ，F e C([0,T),X). 
| 证 明 因为 对 任意 te (0,T), 有 fe€L((0,t), 义 ), 所 以 Bochner 积分 F(t) := 
Q(t 一 s)f(s)ds 存在 ， 对 任意 te [0,T) 和 0<h<<1, 有 


t+h t 
F(t+4h) -F(t) = 人/ I ee 0 | Oe) rads 


t t+h 
= (Q(h) —1) | Q(t — s)f(s)ds+ / Q(t +h— s)f(s)ds. 


由 此 推出 
lim [F(t+h) — F(A =0. 


对 任意 te (0,T) 入 <0, |h| < 根据 
t+h t 
F(t+h)— F(t)= —[Q(-h)— n/ Q(t+h— s)f(s)ds -人 ec — s)f(s)ds 


知 
‘lim [F(t+h) — FO =0. 


故 Fe C([0,T),XX). 证 毕 . 
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定义 3.5.3 设 -4 是 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 ，uo EX. 称 (3.46) 式 
所 定义 的 函数 ve C([0, 了 ), 六) 为 初 值 问题 (3.45) 在 [0,T] 上 的 适度 解 . 

由 引 理 3.5.2 知 ， 只 要 fe L1((0,t), 六) 对 所 有 te (0,T) 成 立 ， 那 么 初 值 问题 
(3.45) 的 适度 解 一 定 存在 ， 然 而， 即使 f = 0, 适度 解 也 不 一 定 可 微 ， 适 度 解 的 值 
也 不 一 定 属于 4 的 定义 域 ， 因此 适度 解 不 一 定 是 真正 的 解 . 然而 ， 如 果 初 值 问题 
(3.45) 有 真正 的 解 ， 那 么 真正 的 解 一 定 是 适度 解 (定理 3.5.1). 下 面 的 定理 3.5.3 推 
广 了 定理 3.2.1 的 结论 (3), 并 且说 明了 适度 解 在 平均 意义 下 满足 (3.45) 式 . 

定理 3.5.3 (唯一 性 ) 初 值 问题 (3.45) 的 适度 解 就 是 满足 uls)ds € D(A) 
和 t t 

Wi 上 和 | fls)ds, vtelo,T) (3.47) 
的 唯一 连续 函数 ve C([0,T), X). 
证 明 设 业 由 (3.46) 式 给 出 .注意 到 当 te [0,T) 时 ， 有 


u(7)dr = [ Q(T)uodr 十 [ dr Qtr — s)f(s)ds 
E | de | 和 / Dd 
-|/ ee 1/ ‘ds [ 一 omyjdr 


由 定理 3.2.1 的 结论 (3) 和 命题 1.2.11 推出 ， [urar E D(4), 并 且 
0 


4 u(r)dr = wo — Q(t)uo +/ [f(s) — Q(t — s)f(s)]ds 
= uo — u(t) +/ f(s)ds. 


从 而 ， 初 值 问题 (3.45) 的 适度 解 满足 (3.47) 式 . ， 
如 果 v，" 是 问题 (3.47) 的 连续 解 ， 记 w(t) = [ (v(s) 一 u(s))ds, 则 有 w + Aw = 
0, w(0) = 0. 因此 ， 由 定理 3.2.1 的 结论 (7) 知 ，w=0, 即 v=w. 证 毕 . 
以 下 两 个 推论 论证 了 古典 解 的 存在 性 . 
推论 3.5.4” 设 wo Ee D(A4). 若 存 在 z€E 与 gE Li((0,T), 六 ), 使 得 f(t) 可 以 
表示 成 ， 
jb 三 2 +/ g(s)ds, v te (0,T). 


则 初 值 问题 (3.45) 有 解 we C"([0, 了 T), X). 
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证 明 首先 ， 由 定理 3.5.3 知 ， 下 面 的 积分 方程 有 唯一 解 ve C([0, 了 7 了), 六) : 


v(t) + Avuo—Zzi+ af v(s)ds = [ g(s)ds, v te {0,T7). 


取 u()=wt / usjds, 即 知 结论 成 立 .证 毕 . 

一 般 来 说 ， 在 上 面 的 推论 中 不 能 把 f 的 条 件 减弱 成 fe C(I0,T),X) 

推论 3.5.5 ”如 果 uo e D(4) 且 fe C(0,T),X) nL((0,T), D(A4)), 那么 初 值 
问题 (3.45) 有 解 we C(I0,T), D(4)) n C1(I0,T), Xx) 

证 明 ”从 定理 3.2.1 的 结论 (3) 和 结论 (4), 以 及 命题 1.2.11 可 以 看 出 , 由 (3.46) 
式 所 确定 的 适度 解 we D(4), 并 且 满足 


Ault) = Q(t) Auo +/ Q(t — s)Afl(s)ds. 


于 是 由 引 理 3.5.2 知 ， Au e C([0, 了), 久 ). 从 而 af u(s)ds -/ 4u(s)ds. 因此 可 
以 对 (3.47) 式 两 端 进行 微分 ， 微 分 后 所 得 结论 即 为 所 求 . 证 毕 . 
下 面 的 推论 给 出 了 强 解 的 存在 性 . 
推论 3.5.6” 设 wo € X,f € Li((0,T),X) 上 且 eeLL(07T),X)， 又 设 we 
Z((0,T),D(4)), 或 者 we W*，1((0,T),XX). 那么 是 初 值 问题 (3.45) 的 适度 解 ， 
即 满足 (3.46) 式 ， 当 且 仅 当 v 满足 
u € LL ((0,T), D(A)) NN W™ (0,T), X), 
u(t) + Ault) = f0), a.e. te€ [0,T), (3.48) 
u(0) = wo. 
证 明 首先 假设 满足 (3.46) 式 . 则 由 定理 3. 5.3 知 ， 久 满足 (3. 47) 式 . 如 果 
ue L1((0,T), D(4)), 那么 由 命题 1.2.11 可 知 ， [ uls)ds e D(4) 且 4 [ de 


， 4u(s)ds. 于 是 ， (3.47) 式 等 价 于 


u(t) 一 uo +/ Au(s)ds = [ f(s)ds, v te [0,7). 


因为 Au, fe L1((0,T), 六), 所 以 由 定理 1.2.21 知 ， 几乎 处 处 可 微 . 从 而 (3.48) 式 
的 第 二 个 方程 成 立 . 因此 ， VE Wh1((0, T), X). 进而 又 有 UE Cc([0, T), X), 并 且 
条 件 u(0) = uo 有 意义 ， 如果 we W™*((0, 了 T), XX), 那么 由 (3.47) 式 知 ， 函 数 


F(t)}=A / | u(s)ds e W™1((0,T), X). 
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1 t+h 
因为 4 是 闭 的 ， 且 当 h 一 0 时 ， 王 /us)ds 一 uD), 所 以 根据 


A ( pA va 党 Tt) a 9 p(t), a.e. te€ [0,7), 


可 推 知 ，w(t) € D(4), 且 F(t) = Awu(t) 在 [0,T] 上 几乎 处 处 成 立 . 由 此 及 (3.47) 式 
知 ，(3.48) 式 的 第 二 个 方程 成 立 . 由 于 w, fe Li((0, 了 T), XX), 因此 we€ LL1((0,T), D(A4)). 

反之 ,假设 (3.48) 式 成 立 ， 类 似 于 定理 3.5.1 的 证 明 便 可 推出 ， wv 满足 (3.46) 
式 . 证 毕 . 

下 述 定理 给 出 了 古典 解 的 存在 性 . 

定理 3.5.7 设 uo Ee D(A4), jec(o, 如 ,X),v 由 (3.46) 式 给 出 ， 如果 下 列 条 
件 之 一 成 立 : 

(1) f e 到 (07) D(A)); 

(2) je W™*((0,T), X). 
那么 ve C([0, 了 ,D(A4)) nC1([0, 了 ,六 ), 并 且 满 足 初 值 问 题 (3.45) ， 这 说 明 % 是 古 
典 解 ， 

证 明 证明 分 四 步 . 

第 一 步 令 


v(t) = | Q(t — s)f(s)ds = | Q(s)f(t—s)ds, tel[0,7]. 


证 明 ve C7([0, 了 T),XX). 事实 上 ， 如 果 Je L'((0,T),D(4)), 那么 当 t € [0,7T), he 
(0, 了 一 相 时 ， 有 


v(t+h)— v(t) 
h 


t S t+h 
= 人 0 f(s)ds ri/ a Q(t+h—s)f(s)ds 


| oT A ne re tf Q(s) f(t + h— s)ds. (3.49) 


因为 f(s) e D(4), 所 以 由 定理 3.2.1 的 结论 (4) 知 ， 车 (QC)f(s)) = -Q(D)Af(); 


53.5 丰 卉 次 问题 nn 
从 而 ( 记 C = 1+ Melel7) 
h)—I 4 
Tl) = i/ QW Af) 


| + a = 让/ “le Aas) - Af(e)d| 


1 h 

< #1e@ -ara 
CO h 

< “harlot 

= ClAf(o) e £1(0,7), 


并 且 


sto- 


利用 控制 收敛 定理 便 知 ， 当 hh 一 0+ 时 ,在 (0,T),X) 上， 有 


CQ 一 a (3.50) 
注意 到 f € C([0, 了 T],X)， 所 以 由 (3.49) 式 和 (3.50) 式 得 
0) 到 -/ Q(t s)Af(s)ds + f(t), vtelo,T). 
如 果 fe Wi1((0, 7), xX), 那么 当 te [0,T), he (0,T 一 相 时 ， 有 


vy t —s)— f(t—s 
| © | Qs) {+h ) f(t Jas+ | Q(t — s)f(s)ds. 


由 推论 1.2.25 知 ， 当 hh 一 0+ 时 , 在 Li((0, T), X) 上 , 有 
+ Pm f(t Ek .), 
又 因为 fe C([0, 了 T,X), 所 以 
d+w t 2 
于 的 = Qe -as+ dO vtelo,T) 


这 说 明 在 上 述 丙 种 情况 下 ,都 有 守之 (0) e C(I0,7),X). 因此 ve C(I0,7),X). 


第 二 步 。 类 似 可 证 ,导数 所 2(T) 有 意义 且 等 于 极限 ,ligy v'(). 于 是 ，v e 
C(I0,T), X). 
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第 三 步 设 te [0,T), he [0,T 一 4], 则 有 


od) = | Qtrh- fs) -FE / Qt fle)ae 
三 ef a 


在 上 式 中 , 令 hh 一 0+, 就 推出 v(t) e D(4), 且 一 Av(t) = 炎 由 一 8 的. 因为 4 是 闭 算 
子 , 所 以 该 结论 对 上 = 了 仍然 成 立 ( 见 定理 3.2.1 的 结论 (6)). 故 ve C([0, 了 T, D(4))， 
并 且 满 足 问题 (3.45) 的 方程 . 

第 四 步 ”利用 定理 3.2.1 的 结论 (4) 和 第 三 步 的 结论 知 


ult) = Q(t)wo + v(t) € C([0,T], D(A)) NC (0, T,X). 
进一步 还 有 
w(t) =—AQ(t)uo — Av(t) + f= -Aut)+ft), vtelo,T), 


并 且 w(0) = wo. 定理 得 证 . 

下 面 讨论 初 值 问题 (3.45) 的 解 的 渐 近 性 质 ， 先 从 齐 次 问题 入 手 ， 即 f = 0. 同 
时 寻找 保证 解 指 数 衰减 的 条 件 . 

定理 3.5.8 设 -4 是 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 如 果 存 在 1<p< co， 
使 得 

[ lodzlpdt <o0, vrex. (3.51) 

那么 存在 M > 1 和 a > 0, 使 得 上 8()| < Me-"t 对 所 有 上 > 0 成 立 . 

证 明 ”首先 证 明 ， (3.51) 式 蕴涵 函数 Q(t) 有 界 . 设 8() < Mie**. 当 
w < 0 时 ， 结论 显然 成 立 ， 现 在 假设 w > 0 则 由 (3.51) 式 可 以 断言 ， 对 每 一 个 
zeEX 有 Qtbz 一 0 (t 一 00). 如 若 不 然则 存在 zeX,5>0 以 及 如 一 oo 使 
得 |Q(tn)zll > 6. 不 失 一 般 性 ， 可 认为 如 1 一 如 >w 令 三 =[ 上 血 一 ww 如, 则 
| 瑟 | =w-! > 0, 并 且 区 间 到 互 不 重病 ， 对 于 4 e I, 根据 


6 < Q(tn)zl| = Q(t+tn -tl < Q(tn =— DN ea 
和 Miest “HN Q(z < eMillQt)z)l 


便 可 推出 19(gjz| > 6(eM1) 1 于 是 
[leva> > | Iowar> (a) DI- 
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这 与 (3.51) 式 矛 盾 ， 所 以 对 任意 z eX, 当 t 一 oo 时， 都 有 Q(t)z 一 0. 再 由 一 致 
有 界 性 定理 知 ， 存 在 Mo > 0, 使 得 1Q()| < Mo 对 所 有 上 + > 0 成 立 

接 下 来 ， 考 察 由 9z = Q(t)z 所 定义 的 映射 9: X 一 L?(R+，X). 由 (3.51) 式 
知 ， 5 在 X 上 是 适 定 的 ， 此 外 ， 易 见 5 是 闭 的 ( 留 作 习题 ) ， 因 而 由 闭 图 象 定理 
知 ， 5 是 有 界 的 ， 即 存在 Ma > 0, 使 得 

人 egzlnatsaBlzl 
取 0<p< Mo ,其 中 Mo >1l 满 足 l8GI< Mo. 定义 
ta(p) = sup {t: |Q(s)zl > plzl，Yo<s< 寺 


因为 当 t 一 co 时 ， Q(t)zl| 一 0, 所 以 对 每 一 个 ze X, tz(p) 都 是 正 的 有 限 数 ， 同 
时 还 有 


0 
因此 tu(p) < (M2/p)? := 加 . 于 是 当 t> to 时， 就 有 
上 ez < Q(t — tr(p)N :Q(tz(p))zll < Moolzl := Bllzll, 


这 里 的 6= Mop <1. 
固定 妇 > 如 , 分解 t=nti+s,0<<s<ti, 便 有 


lIQWN < QO :Qt < MQ < Mop" < Me ™, 

其 中 M = Mo68- 1, a = 一 (1/t1)logB > 0. 定理 得 证 . 

定理 3.5.9 设 a>0,-4 是 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 , 并 且 8() < 
Me-at. 假定 f 在 [0, oo) 上 有 界 可 测 . 如 果 

Jim f(t) = fo, 
那么 问题 (3.45) 的 适度 解 v( 满足 
dm u(t) 三 A-!fo. 

证 明 因为 |Q() < Me- a > 0, 所 以 由 定理 3.2.5 得 0 € p(4), 并 且 当 

ti 一 oo 时 ， Q(t)zl| 一 0. 分 解 


oO = 人 Qt fds 


z(p) Oo 
eolorlzlps 人 lowalrat < / IQ(t)zlPat < M3lzll?. 


= [ Qt Gs) ~ flas+ { Qlt— sfods 
0 0 
ee 
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由 定理 3.2.2 知 
t oo 
lim w(t) = lim [ Qls)fods = { Qls)fods = 4 


为 了 完成 定理 的 证 明 ， 只 需 证 lim vi(t) = 0. 
对 任意 给 定 的 se > 0, 选取 to, 使 得 当 上 > to 时， 有 


QE 


1 的 一 各 < 2 


记 flw = supt>o lb 小 我 们 有 


la < /lee-aG = folas+ 太 Iec-alG follds 
0 to 
< 2|flo Ma-le-o(t-to) 十 = 
取 t > 加 充分 大 ， 使 得 上 式 右 端 第 一 项 小 于 </2. 于 是 就 可 得 所 需 结论 ， 证 毕 . 
一 个 与 之 类 似 的 结果 就 是 下 述 定理 . 
定理 3.5.10 设 o > 0, -4 是 满足 le < Me 的 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 
小 生成 元 ,假定 f 在 [0,o0) 上 连续 有 界 ， 如 果 we 人 是 下 面 问题 的 适度 解 : 


st) = a et 
则 有 
lim uelt) = A-1 f(t), t € [0, oo)， 


并 且 对 任意 0<65<T< co, 上 述 极限 在 区 间 [65, 7 了] 上 一 致 成 立 . 
证 明 容易 看 出 ， -e-14 是 Co 半 群 Qelt) = Q(t/e) 的 无 穷 小 生成 元 ,于 是 


vel(t) = Qe(t)juo + e-! / Qelt — s)f(s)ds. 


因为 QeQt) < Mer-%/55 所 以 当 e 一 0+ 时， 上 Qe(t)zll 一 0 在 区 间 [5, 了] 上 一 臻 
成 立 . 记 


vc(t = 人 Qe(lt — s)f(s)ds 


a 0 一 s+e-! 一 8 3 
二 | Q(t — s)lf(s) — f(bds +e | Qelt — s)f (Wd 
: 二 Vel (t) 十 Ve2 (t). 
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首先 估计 wa(bj, 因为 
t 
va (Dl < er-: | los 二 sr -Follas 
< Me | ‘ear/elf(t 7) ~ flOlar 
0 
= Me-! 上 e-or/e|f(t—7) - F(ar 
0 
t 
+Me-! [ e-or/e| f(t — 7) — far 
~ Me eor/e]f (7) Fdr + fl Ma 
0 
= M | elf eo) fae + 2 MI Alo, (3.52) 


对 于 任意 给 定 的 p > 0, 选取 7 充分 大 ， 使 得 (3.52) 式 右 端 第 二 项 小 于 p/2. 固定 
这 样 的 > ， 由 f 的 连续 性 知 ， 存 在 充分 小 的 。 > 0, 使 得 (3.52) 式 右 端 第 一 项 小 于 
p/2. 因此 当 e 一 0+ 时 ， wei(t) 一 0. 

接 下 来 估计 ve2(t). 把 ve2(t) 写成 


ua 的 = 6-1 [ Q(t — s)f(b)ds = e-! | Qe(T)f (Oar 


We i Tr—e-l T T 
二 E€ | Qe(T)f (t)d E | Qe(T)f(t)d 
= A-1f(t) — Qe(t) A 0), 


在 上 式 中 令 < 一 0+, 就 可 推出 ， ve2(t) 一 471f(t) 在 [6, T] 上 一 致 成 立 , 
综 上 可 知 ， ve 提 一 4 一 7 的 在 [6T] 上 一 致 成 立 . 证 毕 . 
注 3.5.1 ”在 定理 3.5.10 中 ， 如 果 uo e D(4), 并 且 f 在 [0, 00) 上 连续 可 微 ， 
那么 可 以 证 明 


PO ,tp em 0 
并 且 上 述 极限 在 (0, co) 的 任 一 闭 区 间 上 一 致 成 立 . 
习 题 三 
3.1 设 久 是 一 个 Banach 空间 ，AeL(X). 定义 Q(t) = et := 4. 证 明 : 


(1) 级 数 全 在 + 的 任意 有 界 区 间 上 一 致 收 人 
n=0 ” 
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(2) {@(t) 上 zo 是 Co 半 和 群 ; 
(3) 4 是 {@(t)]tzo 的 无 穷 小 生成 元 . 
3.2 设 针 = L?(RN), pe [1,o00), 入 之 1 对 于 上 > 0, 定义 


(QW mma fp{- Ea ay wexX, vemR", 


并 定义 Q(0) = 工 证 明 {Q(t)}z>0 是 一 个 Co 半 群 . 
3.3 设 一 4 是 有 界 的 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 (Q(t) 有 界 是 指 上 (P| < M, vt > 0). 
又 设 ze D(42). 试 证 明 ， 


(1) Q(t)z — 7 = -tAz+ fe 一 5)Q(s)42zds; 
0 
(G) 14zl < Felt lA, > 0 
(3) 4zl < 4M?||A?z : lzll. 
3.4 记 XX={f:f 在 民 上 有 界 且 一 臻 连续), || = sup |f(z)|. 定义 
(Q(t) Ff) (7) = f(z —), vfexX, 
(Af)(z) = f(z), vfeD(A):={f:f exX,f exXx}. 


证 明 : 
(1) Q(t) 是 收缩 半 群 ; 
(2) -4 是 @( 的 无 穷 小 生成 元 . 
35 令 X= Co(R) := {wu:we C(R), u( 二 oo) =0)}, 并 定义 ull =suplu(z)|. 那么 XX 是 


一 个 Banach 空间 ， 考 察 一 阶 方程 的 初 值 问 题 
ut + Us = 0, rER, t>0, 
u( 士 co, 加 = 0， t>0, 
u(z,0) = wo(z)， ZER. 
把 它 改 写成 抽象 的 常 微分 方程 
u(t) + Au = 0, t>0; wu(0)= wo €X, 


其 中 
(Au)(z) = wv (7), vueD(A):={u: u,v €X}. 
试 证 明 ， 
(1) 4 是 关上 的 闭 称 定 线性 算 子 ; 
(2) 对 于 任意 的 入 E C, ReA < 0 和 ve XX, 常 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 


uM=v, ZrER, 
uv( 圭 00) 二 0 


有 唯一 解 ; 
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(3) p(4) 2 {入 : 入 EC, Re < 0}, 且 成 立 


1 


a 


YAE Ap(4). 

(4) 存在 以 一 4 为 无 穷 小 生成 元 的 Co 半 群 Q(t) ， 并 求 出 Q(t). 

3.6 证明 复 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 是 扇 性 算 子 . 

3.7 假设 4 是 扇 性 算 子 ， Rec(4) > 0. 证 明 ， 4 是 紧 的 当 且 仅 当 对 于 任意 + > 0, 算 
子 e-'4 是 紧 的 . 

3.8 设 4 是 扇形 算 子 . 试 证 明 ， 

(1) 对 所 有 ze X，lim tAe zl =0; 

(2) 对 所 有 xz € XX, 抽象 函数 tAe-'4x : [0, oo) 一 XX 连续 . 

3.9 设 Sx = Q(t)z 是 定理 3.5.8 的 证 明 中 所 定义 的 映射 S : X 一 ZP(R+, 生 ). 试 证 明 9 
是 闭 的 . 

3.10 证 明 注 3.5.1 . 

3.11 试 证 明 ， 如 果 取 f(t) = Q(t)z, 那么 推论 3.5.4 不 成 立 ， 这 说 明 在 该 推论 中 不 能 把 f 


的 条 件 减 弱 成 f € C([0,T), XX). 
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841 引 言 


半 线 性 发 展 方程 指 的 是 如 下 形式 的 抽象 发 展 方程 : \ 


w(t) + Au(t) = F(t, u(t)), te [0,T), (4 | 
u(0) = uo € X, ’ 


其 中 ， 一 4 是 Banach 空间 和 上 的 某 个 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ，F 关于 第 二 个 变 
元 连续 且 局 部 Lipschitz 连续 . 关于 算 子 4 没有 其 他 限制 ， 因 此 双 曲 型 方程 和 抛物 
型 方程 都 可 以 写成 (4.1) 的 形式 . 然而 ,关于 下 的 限制 是 非常 严格 的 ， 这 里 的 方法 
只 适用 于 半 线 性 发 展 方程 ,如果 能 够 取 到 合适 的 连续 函数 空间 作为 “工作 空间 ”， 
就 不 需要 对 下 有 “ 太 多 ”的 限制 . 这 一 点 ， 读 者 可 以 通过 本 课程 的 学 习 以 及 今后 
的 研究 工作 过 程 ， 慢 慢 体 会 和 总 结 . 
本 章 给 出 半 线 性 发 展 方程 解 的 存在 性 、 唯 一 性 、 连 续 依 赖 性 和 稳定 性 . 证 明 这 
些 结果 的 基本 思想 同 于 常 微 分 方程 . 下 一 章 研究 拟 线 性 抛物 型 方程 的 方法 亦 如 此 . 
然而 ， 本 章 中 的 技巧 性 预备 知识 要 比 下 一 章 中 的 容易 许多 . 
下 面 的 Gronwall 不 等 式 ， 将 在 后 续 的 一 些 结论 的 证 明 中 发 挥 重要 作用 . 
引 理 4.1.1 (Gronwall 引 理 ) 设 T>0,geLi(0,T),g 之 0 几乎 处 处 成 立 , 常数 
Cu C2 > 0. 如 果 p Ee L1(0,T), p > 0 几乎 处 处 成 立 ， 并且 满 足 gp e L1(0,T) 以 及 
pt) Cit+C2 [ste ds, a.e. te€(0,T7). 
那么 
p(t) < Ciexp (cf gls)ds ) a.e. t€(0,T). 


证 明 令 ， 
0 上 vs 
0 


则 % 几乎 处 处 可 微 ， 并 且 


W(t) = C2g(t)p(t) < C2g(t) Y(t) ae. te(0,T). 


84.1 引 


mt 


79 


于 是 


{ve et (re | | sleds )} < 0， 


Wt) < Cl exp (© [ oo)ds】 a.e.tE (0,7). 


又 因为 p < ,所 以 结论 成 立 ， 证 毕 . 

注 4.1.1 特别 地 ， 如 果 Ca = 0, 则 p = 0 几乎 处 处 成 立 . 

定义 4.1.1 “ 称 函 数 下 :和 一 和 在 X 上 局 部 Lipschitz 连续 ， 如 果 对 任意 
M > 0, 存在 正常 数 L(M), 使 得 


从 而 


iF(z)— F(WN < LM)Nz yl, Vez,ye Bm(O), 
其 中 Bu(0) 是 以 z=0 为 心 、 以 M 为 半径 的 球 . 如 果 存 在 正常 数 二 使 得 
IF(z)—- FW < Lz yl, vz,yeX, 


那么 就 称 (x) 在 X 上 整体 Lipschitz 连续 . 
研究 下 一 节 中 的 基本 结论 的 关键 是 下 述 定理 . 要 时 刻 牢 记 的 是 ， 下 面 的 (4.2) 
式 成 立 的 首要 条 件 是 uls)ds < D(4) 
定理 4.1.2 ” 设 -4 是 Banach 空间 和 上 的 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 
且 存 在 常数 a 和 M, 使 得 le@( 人 tb 和 Me 对 t>0 成 立 . 又 设 0< 了 < coco, 万: 
[0,T] x XX 一 对 关于 t 连续 、 关 于 x 整体 Lipschitz 连 续 ， 记 它 的 Lipschitz 常数 为 
LK ， 则 对 每 一 个 uo €E 羡 , 都 存在 唯一 的 ve C([0,T], 关 ), 使 得 
Ny 上 pp [ ‘Hlsuls)ds, vtelo,T). (4.2) 
0 0 
此 外 ， 如 果 按 照 G(wo) = 的 方式 定义 映射 G : XX 一 C([0, 了 T,X), 那么 成 立 
IG(z)(#) ~ G(y) ON < Mz —yle Mr vOgtgT,z,yeEX. (4.3) 
证 明 记 Y= C([0,7T], 关 ). 对 于 weY, 定义 范 数 ullw = a jz(D), 则 YY 
是 Banach 空间 ， 定 义 从 Y 到 YY 的 映射 更: 
Bu)(t) = Q(t uo 十 [ Q(t — s)H(s,u(s))ds, uEY,0g<tgT. 
0 
若 u,vEY, 则 有 


| 更 (ob ~ BD < cr/ llu(s) — v(s)Nlds < CLtlly ~ wll, 
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其 中 C= sup le()| 于 是 
[oT 


"(WO -oO < Fue nz2l0<t<T (4 


从 而 , 由 压缩 映射 原理 知 , 存在 唯一 的 uw Ee Y, 使 得 B(w) = 4. 因此 , 利用 定理 3.5.3 
及 4 是 闭 的 ， 就 可 以 推出 (4.2) 式 . 
lu 的 一 vb < Me lz 一 名 十 WE / e—%t™s) ju(s) — vs)llds, 
ec lu 的 一 vv 区 | < MIz— + ur/ e”*|lu(s) 一 v(s) 川 ds. 

利用 Gronwall 引 理 就 得 到 (4.3) 式 . 证 毕 . 

注 4.1.2 ”由 G(wo) = ww 所 定义 的 算 子 G 称 为 方程 (4.2) 的 解 算 子 . 

下 面 的 推论 说 明 ， Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 有 界 摄 动 还 是 Co 半 群 的 无 穷 小 
生成 元 ， 这 是 一 个 非常 重要 的 结论 ， 但 绝 非 偶然 . 

推论 4.1.3 ” 设 -4 是 Banach 空间 X 上 的 一 个 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 若 
BeL(X), 则 一 4+B 也 是 上 的 一 个 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 : 

证 明 ”由 定理 4.1.2 知 ， 对 每 一 个 ze XX, 都 存在 唯一 的 ve C([0,co),X), 使 
得 (选取 H(t,u) = Bu) 


u(t)}=z+(-A+B) [ u(s)ds, Vv t € [0, 00). (4.5) 


对 于 上 > 0, 定义 R(t)z = u(t). 函数 以 的 唯一 性 及 式 (4.5) 说 明 R(t) 是 线性 的 ， 由 
(4.3) 式 推 知 ， R(t) e L(X). 注意 到 当 t,r>0 时 ， 有 

u(t+7) 一 2(r) 十 (一 4 十 万 ) 人 u(s)ds. 
所 以 ， RGE)R(r)z = R(t)u(r) = R(t 十 7)zx. 因而 ，{R( 引 }zzo 是 和 上 的 Co 半 群 ， 


记 -PP 是 它 的 无 穷 小 生成 元 . 于 是 ， 由 定理 3.2.2 知 ， 存在 a e 下 , 使 得 (00, a') C 
p(4) npo(P). 对 任意 满足 | 和 |> 1 的 入 <0, 改写 


A-B-A=A-A-B=[I-B(A-N (4A-AN. 
注意 到 


1B(4-N-< all) sa 


Q/' 一 入 
< IBIST < VA<0 NL 
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由 定理 2.1.9 知 ， 1 € p(B(4 - -0)， 这 说 明 ,， 只 要 入 < 0 且 人 | > 1, 就 有 
和 Ep(4 一 B). 于 是 ， 存 在 ae 及, 使 得 (-oo, a) c p(4-B)npP). 若 zeD(P)， 
并 且 由 (4.5) 式 给 出 ， 则 当 hh 一 0+ 时 ， 有 


h h 
[ uls)ds = 2, (A B)i / uls)ds = (2 — Ra 一 Pz. 


由 此 以 及 4 - B 是 闭 的 ， 就 推出 4 一 B 是 P 的 延 拓 ， 再 利用 命题 2.1.12 知 ， 
A 一 B= P. 证 毕 . 

下 面 给 出 的 映射 R- 称 为 保 核 收缩 映射 .借助 于 此 映射 ， 我 们 就 可 以 把 定理 
4.1.2 应 用 于 局 部 Lipschitz 连续 函数 到 . 

引 理 4.1.4 设 和 是 Banach 空间 ， 7 > 0. 按 下 面 的 方式 定义 从 和 到 和 的 
映射 RR. : 


R(x) =7, 当 zl < rH Ri(z)= ji” 当 ||zl > r 时 ， 


则 对 任意 Z;, ye 和 , 有 R(x) R-(W < 2)z -yl, Rs 

证 明 首先 , 根据 瓦 . 的 定义 知 ， |R(z) 和 7 对 任意 的 ze XX 成立， 再 证 
上 IR-(z) 一 RR-(2) < 2lz 一 y 对 任意 的 z,y ee 区 成 立 . 记 Bi(0)= {z EX: |]zl <7}. 
当 z,y € B.(0) 时 ， 结 论 显然 成 立 ， 当 ze B.(0), yE XX\ Br(0) 时 ， 由 于 


， 
=z-y+1|(1- 一 -|y 
Se ( 而) 
因此 
IBz— Ry < lz-yl+t ly 
<2lz- 吕 +lzl-rsalz 一 中 
当 zy EX \ B,(0) 时 ， 因 为 


ry lz) 
Sd 


所 以 
IR-z — Rryll < lz -y+ llyl = lizlll < 2lz = 
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本 节 总 假设 
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(1) 和 是 Banach 空间 ; 

(2) -4 是 和 上 的 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 , 并 且 存 在 M > 1, a e R, 使 
得 le < Me "对 所 有 t>>0 成立 ， 

(3) Te (0,col,O 是 X 中 的 开 集 ， 下 : [0,T) x O 一 对 连续 ， 并 且 对 于 
te (0,T) 和 ze0O, 存 在 6= 6(t,z)>0 和 L 上 = L(t,z) < oo, 使 得 


|F(s, 7) 一 F(s, Vy < Lllz — yl Vv 7x,y € Bs(z), s € [0， 4]. 


因为 O 是 开 的 ， 所 以 可 以 到 = 6(t 充分 小 ， 使 得 Bs(z) c O 
对 于 re (0,T], 记 Sn(7) 是 所 有 满足 [ u(s)ds < D(A) 和 


u(t) — uv(0)+ 4f u(s)ds = [ F(s,u(s))ds, vte [0,7) (4.6) 


的 函数 ve C([0,7), O) 构成 的 集合 . 由 定理 3.5.3 知 ， wu € Sm(7) 的 充 要 条 件 是 
u EC([0,7), O) 且 


0 | Q(t s)F(su(s)ds, vtel0,7). (4.7) 


我 们 称 Sm(7) 是 问题 (4.1) 的 适度 解 集合 . 

引 理 4.2.1 ” 设 T€ (0,T),w € 0C([0,7], ©), 则 存在 6, 工 > 0 和 连续 函数 
五 : [0,7] x X 一 XX, 使 得 

(1) 如 果 t€ [0,7],z € Bs(w(t)), 则 z€EQO 且 H(t,z)= F(t,2); 

(2) | 五 (t,x) 一 五 (t,2) < Lz 一 yl| 对 所 有 的 te [0,7] 和 7z,y EX 成立. 

证 明 对 任意 + € [0,7], 根据 条 件 (3)( 视 7 = t, w(t) = z), 可 以 选取 6(t) = 
6(r w(t)) > 0 和 L(t) = Zr w(t)) < co, 使 得 Bscy(w(t))cO 且 


|IF'(s, 2) 2 Fl(s, y)| < L(t)lz yl V7X,YyE Bac) (wt)), se [0， 7]. 


取 pb > 0, 使 得 当 |s 一 丰 < p(t) 时 ， lw(s) 一 wb < 65()/2. 因为 [0,7] 是 紧 的 ， 
所 以 存在 去 e [0,7], 使 得 

[0,7] C Br) (ti) U..:.U Be,) (tn). 
记 

L= 2max L(ti), 6 = min 0 


则 当 te [0,7], zw,y € BoGb), 25) 时 ,有 zy EO, 并 且 | 有 -FS 55 
成 立 . 
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对 于 te [07] 和 ze 皂 ,定义 瓦 亿 四 = 下 (作风 的 十 Ritz 一 鸡 )) 即 得 所 要 的 
结论 . 这 里 的 玉 由 引 理 4.1.4 定义 . 证 毕 . 

定理 4.2.2 (局 部 存在 性 ) 对 每 一 个 wo € O, 都 存在 ge (0,T) 和 w € Sm(0)， 
使 得 u(0) = wo. 此 外 还 有 


lim sup |lun(t) ~ w(t)| = 0， 
mn 一 co 0gt&0 


其 中 we C(I0, 0], O) 由 下 面 的 迭代 过 程 定义 ， 
ui(t) = uo, wnti(t) = Q(t)uo + 站 Q(t — s)F(s,un(s))ds, te [0, 0], n=1,2,.... 


证 明 取 T€ (0,T), 并 令 w(t) = wo,t € [0,7]. 设 5 和 瑟 由 引 理 4.2.1 给 
出 ， w € C([0,7), 羡 ) 由 定理 4.1.2 给 出 ， 因 为 % 连续 ， 故 存在 9 € (0,7], 使 得 
w(t) 一 2 < 56 对 所 有 0 < t < 9 成立 . 于 是 ， H(t,u(t)) = F(t,ult)), 从 而 
u € Sm(9), 定理 的 第 一 个 结论 成 立 ， 如 果 取 9 很 小 ， 由 (4.4) 式 知 ， 定 理 的 第 二 个 
结论 成 立 . 证 毕 . 

定理 4.2.3 (唯一 性 ) 设 0<h<0<T,we Sn(1), ue Sm(0), 并 且 w(0) = 
u(0). 那么 w(t) = w(t) 对 所 有 的 0< t < 成立. 

证 明 ”任意 固定 re (0,y), 并 设 5 和 瑟 由 引 理 4.2.1 确定 . 对 某 个 ~ es (0,7]， 
有 |lu(t) 一 wj) < 6 对 所 有 0<t<T 成 立 从 而 昌 (t, u(t)) = F(t,wult)). 于 是 ， 由 
定理 4.1.2 推出 , 在 [0,7] 上 有 w= w. 继续 这 一 分 析 过 程 可 知 ，4=w 在 [0,7] 上 
成 立 . 证 毕 . 

定理 4.2.4 (连续 依赖 性 ) 设 0<T<j<T,we Sm(p), 则 存在 e,C > 0, 使 
得 对 每 一 个 uo€ Be(w(0)), 都 存在 4€ Sm(7), 满足 u(0) = uo 和 


we 的 一 ww 的 < Clu(0) — ww, vtelo,7. (4.8) 
证 明 取 65,L 和 如 引 理 4.2.1， 记 C = maxfMetMZ-o7，M}， 并 选取 
e € (0,6/C). 对 于 uo € Be(w(0)), 取 w = G(wo), 其 中 算 子 G 同 于 定理 4.1.2. 
那么 (4.8) 式 成 立 ， 即 
[u(t) — wa) < Cu(0) ~— w(O0)| < <C， v te [0,7]. 
因为 eC < 56, 所 以 由 引 理 4.2.1 知 ， 五 (t,wu(t)) = F(t,u(t)) 在 [0,7] 上 成 立 ， 从 而 
weE Sm(7). 证 毕 . 
定理 4.2.5 ( 延 拓 ) 设 U0 € O, 则 存在 70 :一 Tofzuo) € (0, TT 和 WE Sm (70), 满 
足 u(0) 一 U0， 并 且 还 有 : 对 任意 HE (0,T], 如 果 存 在 V E Sm(1) 满足 v(0) 二 20， 
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就 有 zo > J. 此外， 如 果 m < 并 那么 ,或 者 人 F(t, utb)ldt = oo, 或 者 存在 
x € O\O, 使 得 dm u(t) = z. 这 样 的 解 称 为 极 大 定义 解 . 


证 明 第 一 不 结论 可 由 定理 4.2.2 和 定理 4.2.3 推出 ， 下 证 第 二 个 结论 .如 果 
7T0<T 且 


[lelat < oo 
由 控制 收敛 定理 和 (4.7) 式 知 ， 存 在 zx € X, 使 得 dm u(t) = 2. 显然 ，z € O. 现在 
用 反 证 法 证 明 z & O. 假设 ze O, 选取 e (mo 了 T), 记 u(t) = z,t€ [mr]. 对 于 
这 个 wecC([0,r], O), 根据 引 理 4.2.1 可 以 确定 出 相应 的 6 和 五 ,并且 F(t,u(t)) = 
H(t,ult)) 在 [0,71] 上 成 立 ， 于 是 由 定理 4.1.2 知 ， 存 在 ve C([0,7'],X), 使 得 


v(t) 一 20 十 4 v(s)ds = | H(s,v(s))ds, vte [0,r1]. 


解 的 唯一 性 断言 v = ww 在 [0,70] 上 成 立 . 因此 存在 jy E (mr], 使 得 v €E 
Bs(w(t)), Vt € [mo 同 . 从 而 在 [rm 网 上， 有 五 tv 的 ) = 开心 v 的 ) 于 是 ve Sm(p)， 
这 与 m 是 最 大 存在 时 间 相 矛盾 . 证 毕 . 
定理 4.2.6 (稳定 性 ) 假设 a >0, M >1,ee(0,a/M),T= 0%,56>0,Bs(0)cCc 
O. 如 果 
F(t,z)N < ellzll, vt>0, ze€ Bs(0), 


则 对 每 一 个 wo e B5jx(0), 都 存在 ve Sm(oo), 满足 u(0) = wo 及 
uN < Mlluolle Ye vt>0. (4.9) 


证 明 设 7 是 最 大 存在 时 间 ，wu € Sm(7) 是 极 大 定义 解 并 且 满 足 u(0) = wo ( 见 
定理 4.2.5). 因为 ‖u(0)| = |lwoll < 5/M < 5, 所 以 存在 jE (0,7], 使 得 对 0<t<, 
有 jlu(t)<6. 令 


7 = max{p e (0,7]: uO <H YO<t<H. 
由 (4.7) 式 , 我 们 有 
lu < Motoll + Me { o-oo alla 
et)u(t)) < Mlluoll + Me [ ‘eosfu(s)lds, VO<E<T. 


利用 Gronwall 引 理 推 知 ， (4.9) 式 在 [0, 7) 上 成 立 . 如 果 ~ <7, 那么 由 (4.9) 式 和 
e <a/M 知 ，|lu(r) 和 Muoll < 56. 这 与 7 的 定义 相 矛 盾 . 因此 = 7. 
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如 果 7 < oo, 显然 有 /11P(b utb)lldt < co. 从 而 由 定理 425 知 ， jia 的 = 
ze O\O. 另 一 方面 由 不 等 式 (49) 推出 ，llzl < Mlluoll <5. 这 与 ze CN\O 巴 
盾 . 故 r = oo. 证 毕 . 

研究 适度 解 的 光滑 性 是 非常 重要 的 ,下 面 的 定理 说 明 在 一 些 特殊 情形 下 , 问题 
(4.1) 的 适度 解 是 古典 

定理 4.2.7 设 针 是 自 反 的 ,，T >0 且 F(t,wv): [0,T]x 半 一 基 关 于 te [0,T] 
整体 Lipschitz 连续 ， 关 于 ze X 局 部 Lipschitz 连续 ， 即 对 任意 K > 0, 均 存在 正 
常数 L(K), 使 得 


| 一 下 (so < LK) — sl + — ov), vt,sel0,T), u,ve Br(O). 


假定 uo e X, we C([0,T],) 是 问题 (4.1) 的 适度 解 ， 即 w 满足 (4.7) 式 . 如 果 
uo € D(A), 那么 we C([0,T], D(A4)) n C1([0, 了 T,X), 并 且 满 足 (4.1) 式 . 这 说 明 v 
是 问题 (4.1) 的 古典 解 . 

证 明 设 h>0,te[0,T 一 凡 . 直接 计算 知 


h 
u(t+h)— u(t) = QQ(R)uo — vol + 1 Q(t+h— s)F(s,u(s))ds 


/ Ol sn A a 这 而 


记 K = max lu 人 ( 鸭 目 则 成 立 


0<t<T 
IF(s 本 h, ul(s 十 h)) EE 下 (s， u(s))| 
和 |F(s+h,u(s+h))— F(s+h,uv(s)| + llF(s+h,u(s)) — F(s,u(s))| 
< L(E)(h+ us + h) — uo))). (4.11) 


取 M = Me" 7. 根据 IQ() < Me-%, 由 (4.10) 式 和 (4.11) 式 推出 


ut + h) -uN < MIQ(Muo ~ voll + RM{TL(K) + pas (s u(s)))} 


ML(K) | ee (4.12) 
进一步 还 有 
h 
Qh)uo — uo = -上 Q(s)Auods. 
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从 而 ， |Q(h)wo 一 wol| < hM||Auoll. 于 是 由 (4.12) 式 知 ， 存 在 正常 数 Cl 和 C2, 使 
得 

t 
[u(t +h) mt) < PC1 十 c/ ||u(s+h) — wu(s)llds. 


因而 由 Gronwall 引 理 知 ， 存 在 正常 数 C, 使 得 
ut+h) -ud <ho, oOgt<t+hgT. 


这 说 明 ，w: [0,T] 一 卫 是 Lipschitz 连续 的 . 由 此 又 推出 F(,w(-)) : [0, 了 一 站 也 
是 Lipschitz 连续 的 . 根据 推论 1.2.27 知 


f() := F(, u(:)) €E W™™((0,T), X) —» WY ((0, T), X). 


对 于 f(t) = F(t,w()), 利用 定理 3.5.7 推 知 ，w € C([0, 了 T, D(A4))nC™([0,T], X), 并 
且 满 足 


wu + Avu(t) = f(t) = F(t, u(t)), vt € [0,T7]; u(0) = wo. 


定理 得 证 . 
如 果 Q(t) 是 收缩 半 群 ，F 不 依赖 于 t, 并 且 关 于 zx € X 局 部 Lipschitz 连续 ， 
即 对 任意 KK > 0, 存在 正常 数 L(K), 使 得 


[F(z)— FPF(WN < L(K)Nz 一直 Vz,ye Br(O). 


那么 我 们 还 可 以 得 到 一 个 比 定理 4.2.5 更 好 的 结论 ， 此 时 ， T= co, O = XX. 
定理 4.2.8 对 于 uo €E 义 , 记 70 由 定理 4.2.5 给 出 ， 则 成 立 


LFON 42 +12 ,vtelo,n). (4.13) 


Tn0—t 


同时 还 有 下 面 的 二 择 一 结论 : 

(i) mo = oo, 或 者 

(ij) 70 < co, 且 dm [w(t)|| = oo. 

证 明 只 和 需 证 明 估计 式 (4.13). 如 果 m = oo, 那么 估计 式 (4.13) 显然 成 立 ， 假 
设 To < oo 且 存 在 to e [0,m), 使 得 (4.13) 不 成 立 . 记 M = llw( 如 ), 令 


1 


Tx = 2LQM+IFON +1 


习题 四 87 
则 To 一 to < Tx. 设 ve C(I0,7), 了 ) 是 问题 
v(t) = Q(t)u(to) 十 ) Q(t— s)F(v(s))ds, t € (0,7) (4.14) 
的 唯一 极 大 定义 解 ， 我 们 断言 + > Tx. 事实 上 ， 不 妨 假设 r < oo. 取 
# = sup {s € (0,7): oO < 2M + ECON, ve [0,3]). 
则 由 定理 42.5 知 ，F < 并 且 到 slotb| = lo(PJ =2M + IF(O) 因为 Qt 是 
收缩 半 群 ， 所 以 对 任意 的 te , 庆 利用 (4.14) 式 ,我 们 有 
lo < M+ {NPs) ~ FOO) + FO)les 
<M+ { lees) ~ PON + HO 
< M+ { [em + roOD) + Fas 


< M+ / [LQM + FOO + FCO) las 
< M+#[L(M + FOI + NEO. 
从 而 
[oO < M+# [5(2M + FO + FO)N]. 


再 利用 ||v(7) 咱 = 2M 十 上 (0) 川 就 推出 + > Tox. 当然 有 7 > Tw, 因此 v € C([0,Tm]， 
X). 
定义 WE C([0, to + Tx],X) : 
i u(t), t € [0, to], 
v(t — to), te [to, to + Tm]. 
容易 验证 ，w € Sm(to 十 Ty) 且 满 足 w(0) = wo. 因为 to 十 Tm > To, 所 以 这 与 mo 的 
定义 相 了 矛盾， 证 毕 . 
习 题 ， 


4.1 如 果 义 是 Hilbert 空间 , 证 明 引 理 4.1.4 所 给 出 的 保 核 收 缩 映 射 BR- 满足 ， BR-(z) 一 
Rr(y) < lz 一 yl| 对 所 有 z,yE 针 和 7 >0 成立. 

4.2 取 了 = oo,X 是 一 个 Sobolev 空间 . 分别 就 下 列 各 种 情况 ， 讨 论 解 的 最 大 存在 时 间 
7o 是 有 限 值 还 是 无 穷 大 .并 说 明 ， 如果 最 大 存在 时 间 mo = co, 那么 当 t 一 co 时 ， 解 u(t) 有 何 
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性 质 ， 如 果 最 大 存在 时 间 m < co, 那么 当 t 一 76 时 , 解 u(t) 有 何 性 质 (如 果 m = co, 就 称 解 
u(t) 整体 存在 ， 如果 m < co, 且 当 上 一 6 时 ， lu() 一 co, 就 称 解 u(t) 在 有 限时 刻 爆破 ). 
(1) © = X, F(t,u) = ww; 
(2) O = X, F(t,w) = 


1 +t 

(3) © = X, F(t,u) = Tr 
他 

(4) O=X, F(t, wu) 二 工 十 v2， 


(5)O= 人 好 EX: lvl <1}, Ft,v) = I 


wu2 


Ee 4 和” 


4.3 设 T= co,X 是 一 个 Sobolev 空间 . 取 O = X, F(t,u) = lv|22. 试问 解 的 唯一 性 是 
否 还 成 立 ? 如 果 取 F(t,w) = wlwl 人 2 呢 ? 
4.4 设 六 是 一 个 Sobolev 空间 . 取 〇 = {ue€EX: jull<1}), 


lw 一:w 
(1 —#)2(1 二 2)2， 


其 中 a > 0. 分 别 就 a 的 不 同情 况 ， 讨 论 解 的 局 部 存在 性 、 唯 一 性 及 延 拓 和 定理. 
4.5 假设 a > 0,e € (0,a/M), T= oo wo CO, 并且 了 满足 


F(t,u) = 


F(t,wo) = 0, [|F,(t, wo)l| < es， vt>0. 
试 叙 述 一 个 与 定理 4.2.6 类 似 的 结果 .如果 F 满足 
F(t, wo) = 0, F(t, wo)l| > a/M, vt>0, 
你 能 得 到 什么 样 的 结论 ? 
4.6 设 p,q > 1,QcR” 是 一 个 有 界 光滑 区 域 . 考察 双 曲 型 方程 组 的 初 边 值 问题 
wtt — Au = |v| -iw, rEN,t>0, 
vt — Av = | 二 1 rEQN,t>d0, 
u=v=0, rE€00,t>0, 


(wu, ut UV ve)lt=0 = (uo, to, v0, Vo), ZE 


通过 选取 合适 的 工作 空间 X, 讨论 解 的 局 部 存在 性 . 同时 说 明 这 个 解 是 整体 存在 ， 还 是 在 有 限 
时 刻 爆 破 . 
4.7 设 p,q > 1, QcRN 是 一 个 有 界 光滑 区 域 .考察 抛物 型 方程 组 的 初 边 值 问题 
u—Au=|vr lv zeEe0Qt>0， 
vu—Av=|lul iu zenQti> 0， 
4 一 一 0， ZEoOut> 0， 


(u, v)|t=0 (wo, v0)) rE€EQN. 


通过 选取 合适 的 工作 空间 XX, 讨论 解 的 局 部 存在 性 .同时 说 明 这 个 解 是 整体 存在 ， 还 是 在 有 限 
时 刻 爆破 . 
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35.1 初 值 问题 


先 讨论 初 值 问题 


us = Av + Fl(u), ZERN，t>0， 
(5.1) 


ul(0, 2Z) = uo(Z)， TE RY, 


其 中 Fe C1l((a, b), RR), -00 < a <b<g oo. 在 2.5.3 节 ， 我 们 已 经 证 明 A 是 Co 上 
的 一 个 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 重新 回顾 一 下 A 是 算 子 A 在 Ce 中 的 闭 包 ， 
其 定义 域 由 形 如 c+v 的 函数 构成 ， 其 中 ce 民 , v 是 实 值 速 降 函 数 . 

定义 


O={vE€Ce: v := inf v(z) >a, v+ := supv(7z) < 0}. 
如 果 ve O, 那么 存在 se > 0, 使 得 -ee>a 且 wv +e<b. 因此 
[F(z) — Flw)lloo < Llz — ww, Vz, we Bel(v), 


其中 = max (ol 
下 面 假定 wo e O. 又 设 me (0,col,v € Sm(70) 由 定理 4.2.5 给 出 ， 根据 定理 
4.2.3 知 ， 对 任意 jE (0,m], 这 个 解 u 是 C([0, 四, Ce) 中 满足 上 u(s)ds € D(Az) 
以 及 
t t 
u(t) — wo = 4/ u(s)ds +/ F(u(s))ds, Vv te [0 4) (5.2) 
0 0 


的 唯一 元 素 ， 所 以 w 在 平均 意义 下 是 原 问题 (5.1) 的 解 . 借助 于 证 明 的 正则 性 ， 
还 可 以 证 明 w 也 是 问题 (5.1) 的 古典 解 . 

公式 (5.2) 说 明 ， 对 于 re [0,m) 以 及 0 <t< 7 一 "7, 函数 L(t) := u(t 二 7) € 
Sm(70 一 7). 同时 ， 利 用 定理 4.2.3 又 可 以 推出 ， 详 是 以 u(7) 为 初 值 的 唯一 解 ， 因 
此 函数 忌 具 有 半 群 性 质 . 

定理 42.5 也 说 明 ， 如 果 m < co, 那么 ,或 者 / sup|P(utt zldt = co, 或 者 
4 趋向 于 O 的 边界 O\ O. 例如 ， 对 于 F(w) = 土 e*, 解 ult) 或 者 对 所 有 的 时 间 t 都 
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存在 , 即 mm = oo, 或 者 m < oo 且 上 ww = 0% ( 见 定 理 4.2.8). 如 果 已 有 界 且 
(o b) = RR, 那么 解 u(t) 对 所 有 时 间 t 都 存在 . 

设 h(t) e R 是 w(t) 在 无 穷 远 处 的 值 ， 即 h(t) = Lv), 其 中 LeCx 由 2.5.3 节 
定义 . 把 L(Apv) = 0 (Y ve D(As)) 的 结论 应 用 于 (5.2) 式 ， 就 推出 h 满足 常 微分 
方程 

h(t) = F(h(t)), t € [0, 70). 
如 果 wo 是 一 个 常 值 函 数 ， 解 的 唯一 性 表明 u(t,z) = hb 对 任意 > < 及 和 te [0,70) 
成 立 ， 例 如 ， 当 F(w) = - 工 _ ,5 = oo 且 a = 1 时， 上述 常 微分 方程 的 解 是 


1 一 也 
h(t) =1— V(1— h(0))? — 2t. 

由 此 知 ， 对 应 的 70 = 3[1 一 MO) 

定理 5.1.1 (比较 原理 ) 设 v,w€ Sm(1). 车 w(0) > v(0), 并 且 fF’ > 0, 则 
w(t) v(t) 在 [0,y) 上 成 立 . 

证 明 由 连续 性 知 , 存在 7 € [0, 内 ), 使 得 在 [0, > 上 w > wv. 接 下 来 只 需 证 明 ， 
存在 9 > 0, 使 得 在 [0,r 十 9 上 wv. 

由 定理 4.2.2 知 ， 存 在 计 € C([0, 9,], O), 满足 页 人 = wv(7) 和 

Vk+1(t) = etev(r) Eg 人 et) FP (G(s))ds, t E [0， bu]， k= 12 
0 


同时 访 收敛 于 某 个 ie Sm(9,), 并 且 5 满足 5(0) = wv(7). 利用 半 群 性 质 又 推出 ， 
v(t) = v(r +t), te [0,0,). 由 此 又 知 ，0, € (0, 4 —7). 

按 同 样 的 方式 选取 wr es C([0, gu O). 记 9 = min{0。, 0w} > 0. 那么 利用 
Fourier 变换 可 导出 算 子 eS 的 积分 表示 为 


(eeF)(z) = (4nt) -N72 1 ole /ed Fy)dy, Fe L>(RN), s € RN. 
这 说 明 et 是 正 算 子 . 因此 
_etae(ulr) -ur)) >0，t> 0. 
如 果 ws > i 在 [0,9] 上 成 立 ， 那 么 根据 
Wk+1(t) — Gk+1(t) = eS (wr) — v7)) + | eine (Fl(Wk(s)) 一 下 (加 (5)))ds 


推 知 ， 在 [0,90] 上 ， w+i > 名 +11. 因为 在 Ce 中 ， WW 和 该 分 别 收 僵 于 负 和 ,所 
以 名 之 剖 在 [0,9] 上 成 立 ， 再 利用 了 办 = vr 十 引 , W(t) = w(7 十 直 便 知 ，w>v 在 
Ir, 7? 十 9 上 成 立 .证 毕 . 
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对 于 F(u) = 一， b = oo0, a = 1 由 定理 5.1.1 知 , 问题 (5.1) 的 解 的 最 大 存在 
时 间 7o 满足 


1 1 
5 一 supvwo(z)] <T0< 5 十 inf vo (x)]>. 


关于 稳定 性 ， 有 与 常 微分 方程 相同 的 结果 . 
定理 5.1.2 ”假设 存在 c € (a, b), 使 得 F(c) = 0, F'(c) < 0.， 则 对 每 一 个 
HeE (0, 一 F'(c)), 存在 6 > 0, 使 得 当 llwo 一 cllw < 6 时 ，w€ Sm(o0), 并 且 成 立 


ut)— elloo < luo—cellwe ”, t>0. 


证 明 记 4=-As-F(o), Fl(v)=F(ctv)-F'(o)v. 显然 有 el < er (0 
并 且 对 于 e = 一 FY(c) -jp, 存在 6 > 0, 使 得 当 lv < 5 时 ， IE < ellvll- 
由 定理 4.2.6 知 ， 对 于 v(0) = uo 一 c, 存在 ve Sm(o0)4,F 满足 v(0) = wo 一 c 和 
le(ole < llw(o)ll。e- 符 . 从 而 由 (4.6) 式 容 易 看 出 ，v 十 cE Sm(o0). 再 由 解 的 唯一 
性 知 ，wv 十 c=. 

同 于 常 微分 方程 ， 当 尺 (e) > 0 时 ， 也 可 以 得 到 关于 解 的 不 稳定 性 结论 ， 其 证 
明 方 法 将 在 7.5 节 给 出 . 


85.2” 初 边 值 问题 


本 节 假 设 9 是 RN 中 的 有 界 开 集 ， 6Q e C2. 记 X = Co(0),Y = (0). 此 
外 ， 进 一 步 假 设 Fe C1(R, RR), 且 满 足 F(0) = 0. 
对 于 给 定 的 uo e X, 本 节 的 目的 是 寻找 了 >0 以 及 下 述 问 题 的 解 4 : 


WE C([0,T], X)N CO,T), HiQ) NHIN)) NCO,T), LN)), (5.3) 


| us — Avu = F(v), vte (0,T), Ce 


u(0) = vo. 
根据 定义 ， 如 果 满足 (5.3) 式 和 (5.4) 式 ， 那 么 % 是 问题 (5.4) 的 古典 解 . 

由 2.5.1 节 的 结果 知道 ， 算 子 -A 在 定义 域 D(-A) = 三 (Q)nH2(0) 上 是 m- 
增生 算 子 旦 是 稠 定 的 .从 而 由 定理 3.2.8 推出 ， A 是 收缩 半 群 Q(t) = et 的 无 穷 
小 生成 元 ， 再 利用 3.4 节 的 结论 知 ， 一 人 是 扇形 算 子 ， 并 且 Q(z) = ez 是 解析 半 
群 . 根据 定理 4.2.2 和 定理 4.2.3 又 推 知 ， 问 题 (5.4) 有 唯一 适度 解 u, 即 .满足 


0 ee 0 | Q(t — s)F(u(s))ds, te fo, 如 (5.5) 
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如 果 习 满足 (5.3) 式 和 (5.4) 式 , 类 似 于 定理 3.5.1 的 证 明 , 可 推出 满足 (5.5) 
式 . 为 了 说 明 其 逆 命 题 为 真 ， 即 证 明 : 如 果 满足 (5.5) 式 ， 那么 它 一 定 满足 (5.3) 
式 和 (5.4) 式 ， 我 们 需要 对 半 群 Q(t) = ete 做 一 些 估计 . 


5.2.1 齐 次 问题 
定理 5.2.1 设 wo€ 攻 (0), 且 记 w(t) = Q(t)wo. 那么 久 是 问题 


w € C([0, 00), L2(0)) N CY™((0, 00), L*(0)), Avu € C((0, 00), I (0)), (5.6) 
| uit— Au=0, vt>d0, 
(5.7) 
u(0) = wo 
的 唯一 解 . 此 外 还 有 

weEcCc(0oco， Ho(0) NH (On))， (5.8) 

||Awllz < 2—1/2t-1|twollz, vt> 0, (5.9) 

vullz < (2t)-1/2lwoll2, vt>0. (5.10) 


证 明 解 的 唯一 性 可 由 定理 3.2.1 的 结论 (7) 推出 ， 由 定理 3.3.12 得 
ult) = Q(t)juwo E D(A) = IONH?N),, vt>0. 


因此 由 定理 3.2.1 的 结论 (4) 知 ，w(t) 满足 (5.7) 式 的 方程 . 同时 , 由 定理 3.2.1 的 结 
论 (2) 和 结论 (4) 又 知 ，u(t) 满足 (5.6) 式 和 (5.8) 式 . 此 外 ,ve Ce((0 oo) (0) nn 
H2(0)). 

对 于 上 > 0, 分 别 用 w(), Ault) 和 Aw(t) 乘 (5.7) 式 的 方程 ,再 在 0 上 积分 得 


CuOB=2(Aud), ul) = -2lvu(d (5.11) 
lV) = -2(Au(t), w(t)) = 一 ?lw 人 有， (5.12) 
Sw OB=2A), wl)) = -2lvw (5.13) 


从 (5.12) 式 和 (5.13) 式 推出 ， |Vwu(t)|2 和 wx 上 关于 + 都 是 非 增 的 从 0 到 
积分 (5.11) 式 便 得 


t 1 1 1 
tlvudlB < | |vuls)llBds = allvoll — al < allvollg, Vt>0, (5.14) 
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从 而 (5.10) 式 成 立 ， 再 由 (5.12) 式 得 
t > t d t 
evo <2 /shel =— / sElvu)as < { Iveta)lBas. 


联 立 上 式 与 (5.14) 推出 ， 2 如 jw 的 要 < llwoll2. 于 是 ， (5.9) 式 成 立 . 证 毕 . 
定理 5.2.2 ”在 定理 5.2.1 中 ， 若 进一步 假设 uo € Hi(0), 则 w € C([0,o0)， 
H3(0)), 并 且 成 立 
Aullz < (20-172Vaola， vt> 0. (5.15) 


此 外 ， 如 果 又 设 Auo € L2(Q), 那么 ve C1([0, 00), L272(0)),， Av € C(0,co),Z2(O))， 
并 且 (5.7) 式 的 方程 在 上 += 0 处 成 立 . 

证 明 首先 假设 wo e 丽 (O) nn H?(Q). 利用 定理 3.2.1 的 结论 (4) 知 ， VE 
C([0, 00), HL(Q) nH2(Q)), 并 且 (5.7) 式 的 方程 在 上 = 0 处 成 立 . 因为 ||w(t)|2 关于 
t 非 增 ( 见 定理 5.2.1 的 证 明 ), 所 以 由 (5.12) 式 得 


t 
2 由 Au 人 tb 上 2 = 2tlw(t) 2 < 2 | lw(s)l2ds 
td 
=- | Slvuo)lBds < vuol 
0 Ss 


从 而 (5.15) 式 成 立 . 

当 wo € HB(9) 时 ， 利 用 稠密 性 可 推 知 ， (5.15) 式 仍 然 成 立 ， 现 在 只 需 证 明 
w € C([0, 00), H3(0)). 根据 (5.8) 式 ， 只 要 证 明 当 t 一 0 时 , 在 HO(9) 中 w(t) 一 wo 
即 可 .事实 上 ， 由 (5.12) 式 知 


1 1 1 
1 d 1 
上 Au(ejl2ds = 上 ads= = 上 Avu(s)ll2 ds < lvuol， 
0 0 2 0 ds 2 
t 
Iu) -lvuoll? = -2 | lAw(s) 2ds. 


所 以 ， 当 上 一 0 时 ， Yu 人 ba 一 Vwollz, 从 而 在 2(9) 中 ， Vu(t) 一 Vuo. 又 因 
为 在 (0) 中 ，w(t) 一 wo. 故 结论 成 立 ， 证 毕 . 
定理 5.2.3 设 入 是 -A 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 第 一 特征 值 ， 则 成 立 


le@dleua Se *, vt>0. (5.16) 
证 明 首先 假设 wo e 三 (Q) nH?(Q). 记 


ult)=Q(t)uo, f(t)=e lvl tt>0, 
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直接 计算 知 
e277’(t) = 2 上 v2(t)dz +2/ u(t)u’(t)dz 
三 2 0 t)dz 十 2/ u(t)Au(t)dz 
= 2 . 0 | [vult)l2qz 
<0. 


因此 ， 对 任意 t+>0 和 wo € H3(9)nH?(0), 有 8(t)uollz = web < ewoll. 
再 利用 稠密 性 可 推 知 ， 当 wo e 到 (9) 时 ， 该 估计 式 也 成 立 . 证 毕 . 
定理 5.2.4 对 于 1<g<pgo, 有 


N/1 


le@dbell。 < (4rb -全 人- 让 lol， vt>0, peco(O). (5.17) 


该 定理 的 证 明 需 要 借助 于 下 面 的 两 个 引 理 . 
引 理 5.2.5 ”对 于 t > 0, 定义 速 降 函 数 K(t) = (4nt)-N/2e-lz1/(4t) Ee S(RN). 
设 we Ce(RN), 并 记 v(t) = KK(t) * 光 . 那么 


v € C([0, 00), Cs (RN)) NC™((0, 00), C2 (RN)), 
并 有 旦 对 任意 1<p < ow, 有 


v € CO([0, 00), L?(RN)) NC™((0, 00), L?(RN)). 


此 外 还 有 
(1) w = Av 对 所 有 t > 0 成 立 ， 且 wv(0) = 
(2) |lwo(b|l。< (4nt) -3)wlls 对 所 有 +>0 和 1<g < oo 成 立 . 


证 明 经 简单 计算 可 得 正则 性 和 性 质 (1). 下 证 性 质 (2). 因 
|KO =p- (4Ant) -YD) < (4nt) -Yl$), 1gpgo%,t>0, 


所 以 利用 Young 不 等 式 ( 引 理 2.5.8) 可 推出 性 质 (2) . 证 毕 . 
引 理 5.2.6” 设 pe€ (0), yp > 0 在 9 上 几乎 处 处 成 立 ， 则 对 任意 t > 0,. 
Q(t)p >0 在 Q 上 几乎 处 处 成 立 . 
证 明 ”根据 稠密 性 ， 不 妨 假设 pe (9) nH2(0). 记 ult) = Q(t)y, 并 考察 
uw- € C([0, 0o0), HE()). 根据 定理 5.2.1 对 任意 +> 0, 有 


vu ge = — | wds = — f -Avas 
3 a 


= Vu.: Vu dz = -|/ [vu-l2dzr < 0. 
Q 9 
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由 于 w-(0) = p- = 0, 所 以 | (ui-)z(bdz < 0 对 所 有 + > 0 成 立 于是， wb > 0 
在 9 上 几乎 处 处 成 立 . 证 毕 . 

证 明定 理 5.2.4 ”根据 稠密 性 ， 不 妨 假设 p e Co(Q)nEa(O), 令 56=Iole 
Co(Q). 由 引 理 5.2.6 知 ， 对 任意 上 > 0, 有 


-QC ES QP SQ), ae. 76 人， 


从 而 
上 level < Q(t. (5.18) 


定义 函数 内 e Ce(RN): 


C(x), Ze， 
-| 
0， rE€ERN\Q, 


并 令 v(t) = K(t) *y, u(t) = v(t)ln — Q(H)C. 那么 
u € C([0, 00), C(O)) NC((0, 00), HY (OQ)) NC (C0, 00), LN)), 


并 且 Au € C((0, 00), [2(Q)). 进一步 还 有 ,在 69 上 w(t) = w(t) >0, 当 tt>0 时 ， 
ut 一 Au 在 Q 内 ，w(0) =0. 于 是 


1 d 四 
Eh yar =— fu dz=-/。 Avudz 
= [ Vu: Vu dz = -| |Vu-|:dz < 0. 
9 Q 
从 而 对 任意 t+>0, 有 w(t) > 0, 即 v(t)ln > Q(t)C. 再 由 (5.18) 式 知 
上 lee < jw 


最 后 运用 引 理 5.2.5 的 结论 (2) 可 推出 (5.17) 式 ， 定 理 5.2.4 得 证 . 
推论 5.2.7 设 入 是 -人 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 第 一 特征 值 ， 并 记 
M = exp {A }. 那么 


le@dlleccuo < Me *:, Vt>0. (5.19) 
证 明 设 peCo(Q),T>0. 则 当 0<tg< 了 TT 时 ， 有 


Q(t)plleo < lol se eol 
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当 t>>T 时 ， 利 用 (5.17) 式 和 (5.16) 式 推出 


lQ(t)plle = Q(T)IQE — Tplleo < 47T) "NO — T)pll 
< (4rT) se Ne Tolls < IQ /2(4rT) Nse Ne lyllo. 


取 了 = QP 和/(47), 即 知 结论 成 立 . 
再 考虑 L?(Q) 中 的 估计 .利用 (5.19) 式 及 (5.17) 式 易 证 ， 对 任意 1< p< oo， 
存在 正常 数 Mr, 使 得 


le@dleura < Meet vt>0. 


5.2.2 ”问题 (5.4) 的 古典 解 的 局 部 存在 性 


定理 5.2.8 设 w € C0(0), TT > 0,w€ 0C(0, 了 I, Co(0)). 那么 迟 是 问题 (5.3) 
和 (5.4) 的 解 当 且 仅 当 %v 满足 (5.5) 式 . 

证 明 ”假设 v 是 问题 (5.3) 和 (5.4) 的 解 . 同 于 定理 3.5.1 的 证 明 , 可 推出 以 满 
足 (5.5) 式 . 

反之 , 假设 we C(I0, 了 T, Co(D)) 是 (5.5) 的 解 . 对 于 0 < 上 < 了 了, 由 定理 5.2.1 
知 ， Q(t)uo € 3(0), 函数 一 Qt 一 s)F(u(s)) 属于 C(0,b, Bo(O)), 并 且 满足 


Q(t — seJFCue(s))llaa < {2 人 -sw(s))| 
< C(t—s) /2 e€L(0,t). 


由 命题 1.2.7 知 ，w(t) € H3(Q). 采用 类 似 的 估计 还 可 以 推 知 ，w € C((0,T], H6(0))， 
且 有 
lu < C1 + A). 


因为 王 在 了 及 的 有 界 集 上 Lipschitz 连续 ， 昌 ww 有 界 ， 所 以 F(u(t)) € (9), 并 且 成 
了 
1)lla < C1 +t712). 


从 而 由 定理 5.2.1 和 定理 5.2.2 知 ， AQ(t)uo, AQ(t 一 s)F(u(s)) e 2(9), 并 且 还 有 
IAQ(t — s)F(u(s))2 < C(t — s)-12|VF(u(s))|2 
< C(t—s) /2(1+s /2) eZ (0,t). 
由 于 A 是 闭 算 子 ， 因 此 根据 命题 1.2.11 知 


Au(t) = AQ(t)juo + AQ(t— s)F(u(s))ds € L*(0), vt € [0,7]. 
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因而 ， 对 任意 te (0,T], 有 w(t) € 丽 (Q)n 五 2(Q). 类 似 可 证 ve C((0,T), 本 (O)n 
五 "(O)). 令 


v(s) = u(e + s), 0<s<t—e, 


则 
v(s) = Q(s)ul(e) +/ Q(s —o)F(v(o))do, seE [0, 了 一 引 . 


再 利用 定理 4.2.7 知 ， 结 论 成 立 ， 证 毕 . 
注 5.2.1 如果 更 详细 地 研究 上 面 的 估计 ， 那 么 作为 定理 5.2.1 的 推论 ， 还 有 


|vul ls < CIQP/2(E 2 + /2), 


lAv( < CI +), 


其 中 常数 C 仅 依赖 于 F 和 max ju(t)||. 


0&t<T 


注 5.2.2 用 类 似 的 方法 易 证 ， 若 uo € (9), 则 
vu < CQ 402), Au < CT +), 


其 中 常数 C 仅 依赖 于 已 max ju 9| 和 lluollar 
注 5.2.3 ”运用 同样 的 方法 还 可 以 证 明 ， 若 进一步 假设 wo < 而 (Q) NH?(0)， 
风 


lAvuWl2 < CU +), 


其 中 常数 C 仅 依 赖 于 媚 [8 wb 2 和 lwoll #2. 

根据 定理 4.2.2, 定理 4.2.8 和 定理 5.2.8, 可 以 推出 

定理 5.2.9 ”对 任意 uo e Co(O), 存在 唯一 函数 如 其 最 大 存在 区 间 为 [0, 7)， 
使 得 对 任意 Te (0, 70), 4 是 问题 (5.3) 和 (5.4) 的 解 此 外 , 若 m < co, 则 当 #t 了 7 
时 ， wb 一 oo. 

下 面 的 结论 说 明 ， 如 果 wo 有 更 好 的 正则 性 ， 那 么 相应 地 ，% 也 有 更 好 的 正则 
性 . 

定理 5.2.10 若 vo € C0(Q)n 到 (0), 则 问题 (5.3) 和 (5.4) 的 解 vw € C([0, 7o)， 
Hi3(9)). 如 果 进 一 步 假 设 Avo € (9), 那么 


u € OC([0, 7), He (OQ) NH?(Q)) N CT (0, m0), LO)). 


证 明 设 wo € C0(Q) (0),t € (0,70). 则 由 定理 5.2.8 知 ，w 满足 (5.5) 
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式 ， 从 而 由 (5.5) 式 和 (5.10) 式 得 


t 
uO) — uolln < lol = woln + © f (s)he lads 
< |Q(t)uo — uolly: 十 Cvt 一 0， 当 t+ 一 0+ 时. 


由 此 推出 ， w es C([0, 70), HB3(0)). 特别 地 ， 如 果 了 < m, 那么 对 任意 te [0, 了 T], 
在 空间 码 (Q) 中 有 界 ， 从 而 F(w) 也 有 界 . 因而 当 Awo e 2(Q) 时 ， 由 (5.5) 式 和 
(5.15) 式 知 ， 当 + 上 一 0+ 时 ， 有 


|A(u(t) = vo)ll2 < (Q(t) = DAvoll2 + cf (t—s) /2|F(u(s)lnds — 0, 


于 是 ，w € C([0, 70), HE(Q) 中 8H2(0)). 特别 地 ， 当 t 一 0+ 时 , 在 区 (0) 中 w(t) 一 
Auo + 天 (uo). 此 外 ， 对 上 < 7o, 我 们 有 


u(t) 一 wo 


0 IO- i | Qt Flus))as, 


因为 上 式 右 端 项 当 + 一 0+ 时 趋 于 Auo + Puo), 所 以 写 *(0) = lim ww 人 ,进而 得 
到 w € Cl(0,m),Z2(O)). 证 毕 , 


5.2.3 ”问题 (5.4) 的 古典 解 的 整体 存在 性 


本 节 , 我 们 将 建立 两 类 整体 存在 性 结果 . 首先 证 明 , 如 果 对 较 大 的 |ul, F(w) 满 
足 某 种 条 件 ,， 那么 问题 (5.3) 和 (5.4) 的 所 有 解 都 整体 存在 其 次 证 明 ， 如果 对 较 小 
的 |ul, F(w) 满足 某 种 条 件 ， 那 么 对 于 小 初 值 ， 问 题 (5.3) 和 (5.4) 的 解 整体 存在 . 
为 此 ， 先 证 明 下 面 的 最 大 值 原 理 . 

命题 5.2.11 设 T>0, wo €0o0(Q), fe C(I0,7T], Co(O)), 假定 


u € C([0,T], Co(0)) N C(O0,T), BEQ) N HO)) NC (CO, T), LN) 


满足 
| ui — Au = f, te (0,7), 
(5.20) 
u(0) = wo. 
进一步 ， 假 设 存在 正常 数 C, 使 得 
HzscClutbzl， (tz) [0,T] xx (5.21) 


那么 ， 由 wo > 0 可 推出 w(t,x) > 0 在 [0, 了 Tx 人 锡 上 成 立 . 
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证 明 对 于 te (0,T), 令 v(t) = A (wu-())?dz. 用 -wu-(t) 乘 (5.20) 式 中 的 方 

程 并 在 Q 上 积分 ， 再 利用 (5.21) 式 (参见 引 理 5.2.6 的 证 明 ), 我 们 有 
v(t) < / [Flu-(bdazsC [ lulu-(dr = Co， +t>0. 
0 0 
由 此 推出 ， 对 任意 0<sst<T, 有 w(t) < wv(s)ec(t-5). 令 s 一 0+, 即 得 
v(t) < ect 上 (us)*dz=0, VteE(0,7T). 
0 

证 毕 . 

注 5.2.4 ”把 命题 5.2.11 用 于 -就 得 到 , 若 wuo 0, 则 w(t,z) 0 在 [0,T]xQ 
上 成 立 . 


我 们 先 给 出 关于 整体 存在 性 的 第 一 个 结论 . 
定理 5.2.12 ”假设 存在 正常 数 KK 和 C, 使 得 


wu 和 Co， Vlhl>zkK. (5.22) 
则 对 任意 uo e Co(O), 由 定理 5.2.9 所 确定 的 问题 (5.3) 和 (5.4) 的 解 都 整体 存在 . 
证 明 第 一 步 ” 先 假设 wo > 0. 易 证 ， 对 任意 < 70, h(t) = F(u(t)) 满足 


(5.21) 式 . 所以， w(t) > 0 在 [0,70) 上 成 立 . 从 而 ， 由 (5.22) 式 知 ， 当 > KK 时 ， 
F(w) < Cu 成立 ， 由 于 下 在 [0, K] 上 有 界 ， 因 此 只 要 适当 变动 常数 C, 就 有 


F(u) < C+Cu, vuz>0. 


于 是 
IF* (u(t)lleo < C+Oluble, vte [0,no). 


利用 (5.5) 式 ， (5.19) 式 和 Gronwall 引 理 ， 我 们 有 
ult)lleo < (C+luolw)ec vte[om)， (5.23) 
再 利用 定理 5.2.9 知 ，70 = oo. 
第 二 步 ”对 于 一 般 情形 ， 令 % = |uol, 并 记 v 是 问题 (5.3) 和 (5.4) 以 为 初 
值 的 解 . 设 了 < min{7(W), m} = To( 因 为 r(p) = co) . 因为 函数 三 在 玉 上 局 部 


Lipschitz 连续 ， 所 以 易 证 w = v 一 满足 命题 5.2.11 的 条 件 ， 从 而 u(t) < v( 引 在 
[0, 了 T] 上 成 立 . 设 ， 是 下 面积 分 方程 的 极 大 定义 解 


-GOv+ / ee 
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且 记 z=v+u. 因为 -Ff(-v) 满足 与 F(w) 相同 的 条 件 ， 所 以 由 第 一 步 的 结论 知 ， 
2 整体 存在 . 于 是 由 命题 5.2.11 知 ， 对 任意 te [0, 了 T], 有 v(b > 一 2 的. 进而 又 推出 


uleo < max{llv bl, lz， vte {0,7. 


故 m >Tr(p) = oo. 证 毕 . 
注 5.2.5 如果 (5.22) 式 中 的 C = 0, 那么 由 (5.23) 式 推 知 ， 存 在 正常 数 O01， 
使 得 问题 (5.3) 和 (5.4) 的 所 有 解 都 满足 


lw 人 bl 和 Ci 上 +lluol<， vt>0. 


事实 上 ， 下 面 的 命题 给 出 了 一 个 更 为 精确 的 结果 . 
命题 5.2.13 ”假设 (5.22) 中 的 C = 0, 那么 问题 (5.3) 和 (5.4) 的 所 有 解 都 满 
足 
ulblloo < max{ 五 ,luol<}， Vt>0. 


证 明 同 于 定理 5.2.12 的 证 明 ， 只 需 讨 论 wo > 0 的 情况 .由 (5.22) 式 知 ， 
雪人 0 ER xt kK vol FO ((w 一 +)2dz， 用 
(wu 一 k)+ € HG(Q) 乘 以 (5.4) 式 中 的 方程 ， 并 在 9 上 积分 得 


| 二 4 一 2dz u u(t) — k)tdz 
f(t) < 2 有 +l2d +2/ r (0))(ul) -Rtad 
<2 [ F(u(t)(u(t) — k)+tdz < 0. 
0 


由 此 推出 f(t) < f(0) = 0, 从 而 u < &. 证 毕 . 

当 (5.22) 式 中 的 常数 C 很 小 时 ， 类 似 的 结论 仍然 成 立 . 下 面 记 和 为 -A 带 有 
齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 第 一 特征 值 ， 显 然 ， 入 > 0. 

定理 5.2.14 ”如果 (5.22) 式 中 的 常数 C < 和 , 那么 对 任意 uo e Co(Q), 问题 
(5.3) 和 (5.4) 的 解 4 满足 


sup ||u(t)||w < oo. 
t< oo 


证 明 ”直接 由 假设 条 件 知 ， 存 在 正常 数 Cu, 使 得 uF(u) < C1 + Cu2. 同 于 定 
理 5.2.12 的 证 明 ， 不妨 假设 uo > 0. 令 f(t) = ) u2(tbdz. 用 以 乘 以 (5.4) 式 中 的 方 
程 ， 然 后 在 Q 上 积分 ， 并 注意 到 


1 2 112 
| [vu ar > A | (dz, 
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我 们 有 
1 < -2 +2 f vWF (ude < -20— Cj 的 +2Cilol 


于 是 a 
ft) < f(0) + 2013 O07’ vtz0, 


进而 又 得 到 ， Sup lw 人 (ba := 天 < oo. 设 pe(2+N/2,oo), 由 (5.17) 式 和 (5.19) 
式 得 
上 leelw =1e@(2)QG2)plw < Me 下 Gel 


< Me-xt/a(2rb-Wenllplp， Yeeco(O)， 


从 而 
IQ ec ze < Mr) 2p)e NM/2t-N/(27) e L1(0, 00). 


因为 vt) > 0, 同 于 定理 5.2.12 的 证 明 可 知 
Ft(u(e)lls < C+ Clluls, Vt>0. 
根据 
0 < uy) = Q(t { Ql s) Puls)ds 
< Qu + { Qt- Ft Cul)ds 
0 
便 推出 
lol < ol + (C2 + © sup Juls)le) [HQC — learnzmds 
O<s<t 0 
< Cs 二 C4 sup llu(s)l|y, vt 之 0. 
O<s<t 
从 而 由 Young 不 等 式 (p > 2) 知 ， 对 任意 。 > 0, 存在 正常 数 C(e), 使 得 
ju < ellu(leo + CleGlp， vt>0. 
取 e >0, 使 得 eC4 < 1/2. 则 有 


~ 1 
ut) 入 C3+ KC(e)C4 + = sup |lu(s)l|w, vt>0. 
2 o<s<t 
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因此 
sup |lu(s)||w < 2(Cs 十 KC(e)C4), vt>0. 
O<s<t 


证 毕 . 

接 下 来 证 明 ， 如 果 在 0 的 邻 域内 满足 某 种 条 件 ， 那 么 具有 小 初 值 的 解 整体 
存在 . 

定理 5.2.15 ”假设 存在 a > 0 和 0< 人 /< 》, 使 得 当 |u| < a 时， 有 


uF(u) < uu’. 


则 存在 s > 0, 使 得 当 luoll。 < sa 时 ， 问 题 (5.3) 和 (5.4) 的 解 整体 存在 ， 并 且 
满足 


ul < aoe- -Wt vt>0. 
证 明 同 于 定理 5.2.12 的 证 明 , 我 们 只 讨论 uo > 0 的 情形 . 于 是 u(t) > 0. 令 


T=sup{tel0,7): lu(s)llw < a, vsel0,4}>0, 


所 汶 庆生 . wu2(t)dz. 用 以 冬 以 (5.4) 式 中 的 方程 ， 并 在 Q 上 积分 得 


f(t) < -2Af(t) +2 / ul F(u(t)dz < 2 FD, vielo,7), 
0 


于 是 
ullz < luolze HY, vte lo,7T. 


对 于 0<t<7T, 把 (5.5) 式 写成 如 下 形式 : 
etu(t) = eHtQ(t) uo + [ ‘ee-n Q(t -sfeo-asFluls)jas 
注意 到 ( 见 定 理 5.2.14 的 证 明 ) 
le :Q(t lle,Le) es LY (0, 00), 
所 以 ， 同 于 定理 5.2.14 的 证 明 可 知 ， 对 任意 te [0,7], 都 有 


1 一 js 
eMuleo se laolle + Clluolls + 3 sup {eo lu(s) lo}. 


因此 ， 只 要 llwoll。 < ea 并 且 = < 入 1 就 有 


ap {eo-ovlualej < 2(holw + Clluols) < Clluolee < Cear < 
SAN 
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由 此 知 ， 工 = co. 证 毕 . 
如 果 瑟 在 0 的 附近 有 较 高 的 阶 数 ， 那 么 还 可 以 得 到 更 精确 的 结论 . 
定理 5.2.16 ”假设 存在 常数 /> 0,Y>0 和 a > 0, 使 得 当 |wu|l < a 时 ， 有 


uF(u) < plu 


则 存在 正常 数 C 和 <, 使 得 当 luoll。 < < 时 ,问题 (5.3) 和 (5.4) 的 解 4 整体 存在 ， 
并 且 满 足 
ul < Clluolloe™™, vt>0. 


证 明 ” 同 于 定理 5.2.12 的 证 明 ， 不 妨 假设 uo > 0, 从 而 u(t) > 0. 首先 假设 


luol- < a. 令 f(t) = sup ellu(s)j|, 设 
O<s<t 
T= sup {te [0,7): llu(s)l|w < oa, vs€l[0,t]}>0. 


那么 对 任意 te [0, 有 fF+(w())w < pv?Y. 由 (5.5) 式 和 (5.19) 式 知 ， 当 
0 入 s 忒 上 i 乞 全 时 ， 有 


ellS)lee < Muolle + pM ferro lu le Har 
0 
LM ,1+ LM i+ 
< 一 四 < co a ? 
< Muole + HEF) < Male + THAD 
其 中 M 由 推论 5.2.7 给 出 ， 因 此 
M 
f(t) = sup eu(sllw < Mollw + 二 Pr 人， (5.24) 
0O<s<t 了 


考察 函数 
_ HM el+7 _ 
$(E) 2 了 入 é€ a é, < 之 0， 


则 -9 = min8 < 0. 通过 仔细 分 析 可 知 ， 对 任意 a € (0,9), 存在 0 < &i(a) < &2(a)， 
使 得 


plE)+a<0, Vvél(a) <é€<é(0), (5.25) 
a < (a) < a él) dal) ta= déa(o) +a=0. (520) 


由 (5.24) 式 得 
$(f (2)) + Mlluollso >0, V te {0,T]. (5.27) 


如 果 Mlluoll。 < 9, 那么 根据 (5.25) 式 和 (5.27) 式 知 
f(t) € [0, &1 (Mluolloo)] U [é2 (Mllwolloo), oo) 
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因为 f(0) = lluol。 < Muol。 < 0 所 以 利用 (5.26) 式 推 知 ，f(0) < Millwollw < 
& (Mjuollw):. 从 而 , 由 f(t) 的 连续 性 又 可 推 知 ， 对 任意 te [0,T], 有 f(t) < 
[0, & (Mjlwuollw)]. 取 


GW :mn{ 记 ,2 


则 当 luolw。 <s 时 ，Mlluolw= <9 且 llwollw。 < ea 成立 ， 因而 由 (5.26) 式 得 


1 
exlu(Dloo < 7 和 和 COMlluollw) < Mluollo (1+ >) 


1 
< Me(1l+~)=Ce<o 
人 


1 
eulDleo < Muolloo (1 + =) = Cuolloe. 


证 毕 . 
5.2.4 ”有 限时 刻 爆破 

本 节 ， 我 们 介绍 三 种 用 于 研究 半 线 性 抛物 型 方程 (5.4) 的 解 在 有 限时 刻 爆破 的 
方法 特征 函数 方法 、 能 量 方法 和 凸 性 方法 . 

1. 特征 函数 方法 “ 设 入 是 _A 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 第 一 特征 值 ，% 
是 对 应 的 特征 函数 ， 对 o 进行 标准 化 ， 即 令 站 pdz 二 1 众所周知 ， 入 > 0, p > 0 
在 9 内 成 立 ， 并 且 pe Hi(9) nH2(0). 

定理 5.2.17 ” 设 uo e Co(0), u 是 问题 (5.3) 和 (5.4) 的 解 ， 假 设 存在 正常 数 
a,b 和 E， 使 得 Fl(u) 之 aulte 一 bu 对 所 有 UU 之 0 成 立 . 如 果 UO 之 0, 关 0， 并 且 满 足 


1/e 
| wovas > 6 ， (5.28) 
Q a 


那么 zo < oo 并 且 lim |u(, bl。 = oo, 即 “在 有 限时 刻 爆 破 . 
证 明 ”由 假设 条 件 知 ， u(t) > 0. 记 


f(t) = 上 utbedz>0 telom)， 
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则 有 
了 (六 二 | wwar = | lau+ Plpde 
= [ u(t)Apdz 十 [ F(u)pdz 
9 9 
= —Af(t) + 下 (wpdz 
9 
> Af)+ / ne 
9 
= —(A+b)f() 十 ef pultedy. 
9 
利用 Holder 不 等 式 得 
1/(1+e) ‘e/(1+e) 1/(1+e) 
f(t) < (/ purteds) (/ pz) = (/. purtede) 
于 是 


f(t) > Ft-A+b) +af’(t)], te {0,7). 
由 此 知 ，7m < oo 且 dim f(t) = co. 细节 留 给 读者 . 
2. 能 量 方法 ”对 于 weRR, 记 Glw) = /Po)ds 对 于 we CuO)n 而 (o), 定 
0 
义 沁 也 忆 : 
E(u) = 3/ |vVul?dz — | Gear. 


引 理 5.2.18 设 T>0. 若 
u Ee C((0,T), C0(0)) N C0, T), Be(O) NH?(O)) N C(O, T), LO)), 
则 
/ 人 的 二 而 的 而 机 
证 明 ”根据 稠密 性 ， 不 妨 假设 ve C1((0,T), (0) nH2(0)). 于 是 
人 全 A A A -二 Bu 


从 s 到 t 积 分 上 式 ， 即 得 结论 . 
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引 理 5.2.19 设 wsCoO),v 是 问题 (5.3) 和 (5.4) 的 解 ， 则 
和 | ae+2 | vadas =2 [ wl Flu(D)ae, (5.29) 


/ [ wz(7)dzdr + E(u(t)) = E(u(s)), V0O<s<t<n. (5.30) 
sJQ0 


证 明 用 v* 乘 以 (5.4) 式 的 方程 并 在 9 上 积分 ， 就 得 到 (5.29) 式 . 利用 引 理 
5.2.18 和 (5.4) 式 可 推出 (5.30) 式 . 
定理 5.2.20 ”假设 存在 正常 数 K 和 e, 使 得 当 lu| > 天 时 ， 有 


uF(u) > (2+e)G(u). 


记 风 = min wvF(u),7y= Gu). 若 woecCcoQ)nEa(o) 满足 


,了 了 三 max 
Oglul<K oglulgK 
(2+ée)E(wvo) < [Qfp ~ (2 + e)7), 


则 nn < oo 并 且 Jim llu(, lw = oo, 即 在 有 限时 刻 煤 破 - 
证 明 记 f(t)= | w2(t)dz. 则 由 (5.29) 式 知 


N= 2 
f'(t) = 2/ [Yul’dz 十 2 uF(w)dz+ 2 uF'(u)dz 
a 2 
> -2 站 |vul2az 上 2 FOr + 2 +t) | (0dz。 63 
男 一 方面 ， 根 据 定理 5.2.10, 我 们 可 以 在 (5.30) 式 中 取 s = 0. 于 是 


2(2 十 6) G(wdr = _2(2 二 6) / Ca [ val2dz 
{lul>K} {julgK) 6 


VI 


—2(2++&€) {Be 一 ) | wdedr) ; (5.32) 
0 
因为 jy < 0= wrF(w)lw=o = G(0) < ,所 以 由 和 的 定义 知 
2 [ uF(u)dz — 2(2 + 8) / Glwdz 2 2 — (2+e)y]. (5.33) 
{lul<K} {lul<K} 
根据 (5.31)~(5.33) 式 便 推出 ， 当 0<t< To 时， 有 


f'(t) > 2(2 +€) 上 udzd7 十 < [ |vul?dz 
0 JQ 0 
+2{|Q|ly — (2+e)Y] — (2+e)E(uo)}. 
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进而 又 得 到 


t t 
F(t) > 2(2 4+) 上 / .2 [ |vul2dz > 2(2 + 6) / / u2dzdr. (5.34) 
0 vv 0 0 J0 


令 h(t) = [ : f(s)ds. 利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 


jb — (0) = ) ‘pr(s)ds =2 [ | i 
<2 (/ favas) (f [awas) . 
= 2h1/2(t) (/ | anas) 


此 式 结合 (5.34) 式 推出 


h(th’(t) > 2(2 + e)h(t) 上 [ u2dzdr > (1 +e/2)(h(t) — nh(0))2. (5.35) 
0 J0 
下 面 采用 反 证 法 .假设 整体 存在 , 即 7o = oo. 由 (5.34) 式 知 , h(t) = f(t) > 0. 
于 是 ， 对 于 t> 妇 和 如 >0, 有 h(t) > Rh ) > h'(0). 由 此 知 ， 当 圭一 oo 时， 有 
h(t) — h(ti) = [ h'(s)ds > h(ti)(t—ti)— oo. 
所 以 当 引 > 三 时， 有 
MA 的 > (1+) m0) — OO) 
> (1 十 3) [A‘(t1) 一 MOP 天， 
从 而 当 + 上 一 co 时 ， 有 
(人 2 > (1+5)G) -n(nh(l, — o0. 
故 h(t) 一 oo. 因此 存在 t。 > , 使 当 t>to 时， 有 
(1+ 3 ) 了 的 一 NO > (1+ 工 ) (NM 人) 
由 此 式 及 不 等 式 (5.35) 得 


h(t)h’(t) > (1 + 7 ) (wb)， t > to, 
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即 
(h-e/4(t))’ <0, Vt>t. (5.36) 


因为 当 t 一 oo 时 h(t) 一 co 所 以 h-e/4(t) 一 0 因而 存在 to > to, 使 得 
(he/4(t0)) < 0. 由 (5.36) 式 知 ， (h-e/4(t))’ <0 对 于 上 > 如 成 立 ， 进 而 得 到 


0 < h/t) < he/s(to) + (tto)(he/s(to)) ,Vt>to 


这 是 一 个 矛盾 . 故 m < co. 证 毕 . 

3. 凸 性 方法 先 氢 述 凸 性 引 理 , 其 证 明 是 初等 的 ， 留 给 读者 作为 练习 . 

引 理 5.2.21 设 J(t)€c2([0,T))nC(o,T]), 7(0) > 0 (0) < 0, 并 且 7(t) < 
0, Vt € [0,T). 如 果 了 > 一 J(0)/J7'(0), 那么 存在 To : 0 < To < 一 J(0)/7(0), 使 得 
J(Tb) = 0. 

定理 5.2.22 ”假设 当 炎 > 0 时 ， FF(u) > 0( 这 里 不 需要 F(0) = 0 的 条 件 ), 初 
值 函 数 vo € C?(0) nn Hi(0), wo(z) > 0,uo(z) 半 0, 且 满足 


Auo+ F(uo) > 0, 去 0. (5.37) 


进一步 ， 假 设 存 在 p € C1([0, 00)) C3((0, o0)), 满足 
(1) »(0) = p"(0) = 0, p(u) > 0,uo(z) 天 0 ou) 20,¢.°(u) 0, 有 8 yu)>0 
对 4> 0 成 立 ; 
(2) pW Fu) 一 2 (uF(u) >0, 0; 
(3) 存在 9 > 0, 使 得 p(w)yp”(u) > 一 (oO) vuz>0. 
如 果 
uv € C1((0,70), H2(0)) N C(I0, 7o0), Co(D)) 


是 问题 (5.4) 的 解 ， 那 么 m < co 并 且 dim lu(., Dw = oo 
证 明 首先 ， 由 (5.37) 式 和 最 大 值 原理 知 ， w 关于 t 严格 单 增 ， 并 且 对 于 任 
意 固 定 的 t+> 0, 有 w(t,z) > 0, 关 0. 因此 ， w(t,z) > 0 在 [0,70) x 人 9 上 成 立 , 且 
u(t,z) > 0 在 (0,70) x 9 内 成 立 . 记 I(t) = 上 (ej 
I() = [ D0 YVES 
0 


vi | a a dt 


不 妨 假设 1'(0) > 0. 
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因为 当 ze 59 时 w(t,zx) = 0, 所 以 直接 计算 知 
I'(t) = | (wuae | (Waut Pl)ae 
=- | wvuPart | wl) Pl 
0 0 
三 2 /egudz+ 人 woIvuPaz- 人 wwPoda 
矿区 三 2 上 wo (Wutdz + . [oO 一 (WF(u) uedz 十 2 (wvVul udr 
>2 | 2 (wurdz. 
设 9 由 条 件 (3) 给 出 ， 并 定义 J(t) = 三 的. 那么 
J(0) = 三 2(0) > 0， 
.JJ(0) = -0 一 (+D(0)T(0) < 0， 
T(t) = 97" (Ot 0 + (TE))? — T(t) I" CE)]. 
由 Schwarz 不 等 式 及 条 件 (3) 知 
/1 uJdz /1 w v2 
IOPg > plar | 2p" (Bar 


> (/ Vn ds) 
之 (0 十 1)(T'(t))?. 
从 而 ， 7(t) < 0. 利用 引 理 5.2.21 便 知 ， 存 在 To : 0 < To < 一 J(0)/7(0) = 
7(0)/(07(0), 使 得 JCb) = 0 即 lim 人 eva)az= oo 故 ,im ll Dl = 
oo. 由 此 又 知 ，7m = To. 
习 题 五 
5.1 取 tu = lujp-tu p > 1 分 别 用 特征 函数 方法 、 能 量 方法 和 同性 方法 研究 解 的 有 限 
时 刻 煤 破 ， 并 比较 这 三 种 方法 的 优 缺 点 . 
5.2 设 Qc RN 是 有 界 光滑 区 域 ，p > d > 1 b > 0. 考察 下 面 的 初 边 什 问题 
ut— Au=u -bu, TEN, t>0, 
u = 0, zepn，t>0， 


u(Z, 0) = uo(zT)20, ZE 
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其 中 wo < C (0). 试 讨论 
(1) 整体 解 的 存在 性 ; 
(2) 整体 解 的 不 存在 性 (分 别 用 特征 函数 方法 、 能 量 方法 和 凸 性 方法 ). 
5.3 ”在 定理 5.2.15 的 证 明 中 ， 给 出 


六 1 i 
eo uO < eluoll + Clluolls + 3 sup {eas)N}, vte to, 了 


的 证 明细 节 . 
5.4 设 Q 同 于 习题 5.2, p,q > 1 且 pg > 1. 考察 抛物 型 方程 组 的 初 边 值 问题 


ut — Au = vw? —u, rEQN, t>0, 
Vt — Av = wu? — vv, TEN, t>0, 
u=v = 0, TEON, t>0, 


u(xz,0) >0,， vz,0)>0, ZE0Q. 
通过 选取 合适 的 工作 空间 六, 讨论 整体 解 的 存在 性 和 不 存在 性 . 


5.5 ” 设 0 同 于 习题 5.2, p,qg 和 m 满足 1<g<2p/(p 十 1),m > 2g 及 m > Ng. 又 设 
uo € Wo'"(Q), uo > 0, 关 0. 考察 初 边 值 问题 


ut— Au=uw |vVul, zed, t>0, 
u = 0, TEON, t>0, 


u(z, 0) = Wo(Z)， rEQN. 


(1) 利用 半 群 方法 证 明 上 述 问题 有 唯一 局 部 解 
ue C(O,T), We'™(Q)) N C0, T), W*™ (0)), 
并 且 满 足 久 > 0. 
(2) 进一步 假设 uo 满足 
(a) 在 9 上 Auo+ 妇 一 |Yuolz=0, 在 9 内 Auo + Ww |vVuol’ > 0， 


lluollBt1 < 0, 


(b) E(w) = 3lvwlB— + 
(0 当 g< 2 时 luolet > 二 而 当 e= 2 时 p>>1 

试 证 明 ,第 一 步 中 得 到 的 局 部 解 以 L” (Q) 范 数 在 有 限时 刻 爆 破 ，( 提 示 : 第 一 步 证 明 us > 0; 第 二 

步 证 明 忆 (uw(t)) 关于 t 非 增 ; 第 三 步 证 明 |(w(t), |Vu(2)|5)| < [2/(p+ DJ CC gw 人 bi ， 

其 中 a =p 一 34(p+)>0, 且 当 g= 2 时，C(p,4) = 二 第 四 步 计算 F(t) = ul) 


习题 五 


5.6” 设 0 同 于 习题 5.2, 0 < 人 < co uo E€ 到 (0) nCo(0). 又 设 4 是 问题 
wu € C(O, T,X)N CO,T, HENQ)N HN)) NC OO,T), LN)), 
ut — A = F(W), vt € (0, TT], 
| u(0) = wo 
的 解 ， 试 证 明 估 计 式 
上 Yu(bla < C++， lAu(t) ll < C(t +), 


其 中 常数 C 仅 依赖 于 F， sup wb |Q| 和 wollza. 
ogtgT 


5.7 ”把 定理 5.2.17 的 证 明 补充 完整 . 
5.8 ” 设 k 和 a 都 是 正常 数 ， 函 数 $(z) = kz -zz > 0. 记 9 = min9. 试 证 明 ; 
(1) 0 < 0; 
(2) 对 每 一 个 ce (0, 一 0), 存在 0 < z1(a) < z2(a), 使 得 
$(z)+a < do, V 71(a) <Z < 7z2(a)) 
a< mi(a) <a(1+ =) <zaa), gzi(o)+a= pz2(a)) =0. 
5.9 设 uo E Cs(R). 令 


(z—-y” 1 


v(t, 2) = i / exp{ 一 一 3 [ E uo(r)dr }dy. 
试 证 明 ， v = 一 2 二 是 Burger 方程 初 值 问题 
了 妈 十 Wuz 一 Wcz， TER, t>0, 
| u(0,7) = uo(7),. TER 
的 解 ， 这 就 是 著名 的 Hopf-Cole 代 换 . 


5.10 ”证 明 引 理 5.2.21. 
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本 章 假设 0 C R” 是 开 集 ， 边 界 80 光滑 .函数 9 C(R, R), 入 由 (2.16) 式 给 
出 ( 当 Q 是 有 界 区 域 时 ， 和 是 -人 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 第 一 特征 值 ) ， 
常数 mm > 一 和 . 给 定 (wo,ii0o) < HG(0) x 到 (9). 本 章 的 目的 是 寻找 了 > 0 以 及 下 述 
问题 的 解 v : 


v € C([0,T], He (0)) NC (0, T), LQ)) N C10, 如 HT (NO)), (6.1) 


| Ust — Au + mu = g(u), t € (0,T], 
(6.2) 


u(0) = uo,， uz:(0) = iio. 


86.1 齐 次 问题 


本 节 讨 论 问题 (6.1)-(6.2) 所 对 应 的 齐 次 问题 ， 即 g(w) = 0 时 解 的 情况 . 
记 
X= (0) x (9)， 了 = (0) x 五 -1(9). 
同 于 2.5.4 节 和 2.5.5 节 ， 分 别 在 X 和 工 上 定义 线性 算 子 4 和 B: 
D(A)= {(vu,v) EX: Av Ee LN), ve Hi(N)), 
A(u,v) = (—v, 一 Av + mu), VY (u,v) € D(A), 
D(B) = 而 (O) x P(O)， 
B(u,v) = (—v, ~Au + mu) €Y, VY (u,v) € D(B). 


那么 4 和 B 都 是 斜 共 绒 算 子 ( 见 定理 2.5.12 和 定理 2.5.13). 特别 地 ， 4, -4, BB 和 
一 B 都 是 稠 定 的 m- 增生 算 子 . 用 {Q(t)her 表示 由 -4 在 XX 中 生成 的 等 距 群 ,用 
{S(t)]er 表示 由 --B 在 Y 中 生成 的 等 距 群 (参见 定理 3.2.10) . 

定理 6.1.1 设 (wo,iio) E ,用 w(t) 表示 Q(t)(wo,iio) 的 第 一 个 分 量 . 那么 ， 
u 是 下 述 问题 的 唯一 解 : 


uv EC(R, He (0) NO R, LM) NCR, HT (ON)), (6.3) 
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utt — Au++ mu = 0, teR, 
(6.4) 


u(0) = vo, ut(0) = iio. 
进一步 还 有 
{vu + mu?(t) + w(t)}dz = | {vuor + mu + a}dz, vteR. (6.5) 
Q 9 
此 外 , 若 (wo,iio) ED(4), 则 we C1(R, HI(0))nNC?(R, 52(0)), BL Av € C(R, L2(N)). 


证 明 设 weD(R, HH-(0)), 并 记 UV = (wv, uz). 那么 ，U € C(R, DB))n 
C1(R, Y) 当 且 仅 当 


u € C(R, ED))mCLR,Z2(O)) NC2R, 互 -1(9)). 
于 是 ， 问 题 (6.3), (6.4) 分 别 等 价 于 
U eC(R, DB))nCL(R, Y), (6.6) 
U'(t) + BU(t) = 0， teR. (6.7) 


因为 V0 = (wo,iio) EeE X= D(B), 并 且 Y 是 Hilbert 空间 ， 所 以 由 定理 3.2.10 知 ， 
U(t) = S(t)Uo 满足 (6.6) 式 和 (6.7) 式 . 利用 定理 2.5.14 知 ，Y 和 B 分 别 是 和 
4 的 延 拓 . 由 于 Do = (wo,io) EX, 因此 ，U(t) = S(t)Uo = Q(t)Uo. 注意 到 (6.5) 式 
等 价 于 ||Q(t)(wo, io)llx = (wo, io) 咱 x, 所 以 由 定义 3.2.1 的 条 件 (1) 知 ， (6.5) 式 成 
立 . 如 果 (wo, io) e D(4), 那么 由 定理 3.2.10 知 ，w E C1(R, 了 (QQ))nC2(R, 了 (0))， 
且 Avu € C(R, 2(Q)). 故 定理 的 结论 成 立 . 
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设 久 是 Hilbert 空间 ，4 是 XX 中 的 斜 共 轿 算 子 . 记 {Q(t)jher 是 -4 生成 的 
等 距 群 . 

定理 6.2.1 设 T>0,wo EX, 且 feC([0,T],XX). 又 设 we C(O0,T],XX) 由 下 
面 的 积分 定义 : 


ual) = Quo+ [ ‘Q(t sf(s)ds, telo,T 
则 lu(blP e Cr([0, 了 ]), 并 且 成 立 


ld 2_ 
LAO = (00, a(0), vte lo 
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证 明 ” 先 设 uo e D(A4), fe C1([0, 了 T, 久 ). 由 定理 3.5.7 知 
uv € C(I0,T], D(A)) NC (I0, T,X), 


并 且 满 足 
u(t) + Au(t) = f (2), t € [0, TT]. 
又 因为 4 是 斜 共 办 算 子 ， 所 以 
5 Sul = 人 (的 (0) = (ulD), —Ault) + 1(0)) = (f(D), uD)). 
从 而 
uC? = lluoll? +2 | (u(s), f(s))ds. (6.8) 

对 于 一 般 情形 ， 可 用 序列 {won} C D(A4) 和 {所 } C C7([0, 卫 , 关 ) 分 别 通 近 wo 

和 f. 对 于 von 和 所 以 及 与 之 对 应 的 
Un(t) = Q(t)uon + [ Q(t — s)fn(s)ds, 


式 (6.8) 成 立 . 显然 ,在 C([0, 了 T, 关 ) 中 wr 一 令 n 一 00, 就 推出 (6.8) 式 对 于 vo 
和 了 以 及 与 之 对 应 的 u 也 成 立 ， 因 为 u 和 f 都 是 连续 函数 ， 所 以 由 (6.8) 式 知 


Ful = 2(u(e), f(0)) e C0,T)) 


这 说 明 ， 函 数 luw(bl2? < C(I0, 了 T]). 
86.3 ”有 Hi(Q) 中 的 泛 函 


考察 函数 ge C(R, RR). 假设 存在 非 负 常 数 a 和 C, 使 得 
g(0) = 0， (6.9) 
lg(w) -eolg Cu + hl ho, vwveR. (6.10) 


显然 ，|g(w)| < Clul!t*. 于 是 ， 对 任意 p> 1+a, 通过 g(w)(x) = g(u(7x)) 就 定义 了 
一 个 从 he(9) 到 Fioe(O) 的 算 子 . 
定理 6.3.1 设 1+a<p<koo 则 9: I?(Q) 一 L?/(+% (0) 是 局 部 Lipschitz 


lg(W) ~ go < Calg + hollp Me vl, vu,veL?(0). (6.11) 


1 十 c 
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证 明 利用 (6.9) 式 ， (6.10) 式 和 Halder 不 等 式 ， 可 推出 
1+e 


|g(w) -eol = LU/ ew - solds) 


<o (fet) le) | 
0 


Te 
C | ( | (lul + iol) as ) J ( 上 pe | 
-Cc ( (ule + lol®) sar) ( . Ds war) 


< Cl(luellz + lv ea) — vl, (Minkovskii 不 等 式 ) 


= Clulls + lvllp) lle = vl. 


证 毕 . 
对 上 面 的 g, 按 如 下 方式 定义 Ge C(R, R): 
Gu) = | g(s)ds. (6.12) 
显然 ，G 满足 (6.10) 式 (把 那里 的 a 换 成 1 十 a). 定义 泛 函 : 
0 -/ Glu(z)dz, we 72ta(O) (6.13) 


定理 6.3.1 说 明 ，V 在 [2+*(Q) 中 的 有 界 集 上 Lipschitz 连续 . 具体 来 讲 ， 我 们 有 
下 述 定 理 . 

定理 6.3.2 V 是 [21+*(Q) 上 的 0!1 泛 函 ,其 导 函 数 作为 人 L?+*(9) 到 (L2+*(Q)》 
= 上 (2+%/(1+%)(Q) 的 映射 是 连续 的 ， 并 且 由 下 式 给 出 : 


V'(u) = 一 9g(u)， vueL?t°(0). (6.14) 
证 明 ”注意 到 
ut+v 
G(u+v) 一 Gu) — vg(u) = [ (g(s) — g(wu))ds, Vu,v eR, 
于 是 ， 由 (6.10) 式 得 
IG(u +v) — GW) — vo(w)| < C'(lul® + ol)v?. 

利用 H6lder 不 等 式 推 知 ， 对 任意 如 ve L?t+*(Q), 有 

Vato) -Va) + (og) so ss| = Vto) VO) + | ug(adz| 


< CO'(lullgro + ola) loll2ro: 
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从 而 当 lullz+a 一 0 时 ， 有 


Vl(ut+v) —V(u) ( v ) 
一 一 一 一 十 (一 一, gu _ 
加 ols’ /2 Hs 


< C"(llull2rea + lvl2ro) llvll2ra — 0. 


这 说 明 ， 对 任意 ue L?+*(9), 有 Co = 一 9(w)， 
现在 ， 引 入 比 条 件 (6.10) 式 较 弱 的 条 件 : 


lg(u) — gv)| < CO + lvl + |v|*) vu — wl, Vu,v€RR. (6.15) 
在 这 种 情形 下 ， 作 分 解 
9 三 91 十 92， 
使 得 9 满足 (6.10) 式 ， gi 满足 a = 0 时 的 (6.10) 式 . 事实 上 ， 只 要 取 
g(w)， 如 果 |u| < 1， 
gi(u) 二 4 9g(1)， ”如 果 w>1， 
g(—1), 如 果 vu<—l 
即 可 . 另 一 方面 ， 当 p< 2N/(N 一 2) 时 ， 有 
Hi(0) 一 L?(0), (6.16) 
并 且 三 (9) 在 LI?(9) 中 是 稠 的 . 从 而 
L?' (0) 一 H-1(0). (6.17) 

定理 6.3.3 ”假设 对 于 0 < a < 4/(N -2), g 满足 (6.9) 式 和 (6.15) 式 ， 则 
9 : Hi(0) 一 HT1(Q) 是 局 部 Lipschitz 连续 的 . 

证 明 因为 gi 满足 a=0 时 的 (6.10) 式 , 所 以 由 定理 6.3.1 知 ，g1 : 2(0) 一 
72(Q) 局 部 Lipschitz 连续 ， 因 此 ， gi : 友 (0) 一 H-1(Q0) 是 局 部 Lipschitz 连续 
的 ， 另 一 方面 ,由 定理 6.3.1 知 ，g2 : Z2+e(O) 一 LQ2+%/(+%(Q) 是 局 部 Lipschitz 
连续 的 ,对 于 p = 2 十 a, 由 (6.16) 式 和 (6.17) 式 推 知 ， 9 : H6(Q) 一 五 (9) 局 
部 Lipschitz 连续 ， 和 定理 得 证 . 


定理 6.3.4 ”假设 对 于 0 < a < 2/(N 一 2), g 满足 (6.9) 式 和 (6.15) 式 ， 则 
9: Hi(Q0) 一 2(0) 局 部 Lipschitz 连续 . 
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证 明 首先 ，gi : 丽人 (Q) 一 2(0) 局 部 Lipschitz 连续 . 取 gq = 2(1 + a), 则 
由 (6.10) 式 以 及 Halder 不 等 式 ， 可 得 


lg2(w) 一 9g(o)la < Cl + lv vl vu,ve HO(O). 


因为 q < 2N/(N 一 2), 所 以 利用 (6.16) 式 便 得 所 要 的 结论 . 

现在 考察 由 (6.12) 式 定 义 的 函数 G 和 由 (6.13) 式 定义 的 泛 函 了. 

定理 6.3.5 ”假设 对 于 0 < a < 4/(N 一 2), 9 满足 (6.9) 式 和 (6.15) 式 ， 则 站 
是 硬 (Q) 上 的 C0! 泛 函 ， 它 的 导 函 数 作为 从 (9) 到 ( 琢 (Q)) = 五- 一 (QO) 的 映射 
是 连续 的 ， 并 且 由 下 式 给 出 : 


V'(u)=—g(v), vueHi(N). (6.18) 
证 明 记 
GW= [aa vwW=-/ Ge ih? 


因为 9 和 gz 都 满足 (6.9) 式 和 (6.10) 式 ， 所 以 对 于 Vi, 定理 6.3.2 成 立 . 条 件 
2 十 a < 2N/(N 一 2) 说 明 


Hi(Q) 一 LN), LetM/Ut (0Q) HT-O). 
从 而 (6.18) 式 成 立 ， 且 9g: 可 (0) 一 万 -1(Q) 是 连续 的 . 
推论 6.3.6 ”假设 对 于 0 < a < 2/(N -2), g 满足 (6.9) 式 和 (6.15) 式 ， 又 设 


T > 0, vu € C([0,T], HEL(Q)) N C1([0,T],L2(0)). 那么 函数 V(u(t)) € C1([0, 了 T), 且 
有 


SV(ult) = - 上 glutbyus(bdz， vtelo,T. (6.19) 
证 明 首先 假设 we C1([0, 了 T], HL(Q)). 则 由 定理 6.3.5 知 ， 对 任意 t € [0,7 了 T]， 
有 
SV(uld) = - J Gu(b)us(bdz = —(G'(u(t)), welt) r,t 
= —(g(u(t)), us(t))H-1, Hz = — /udz 
由 此 推出 


Vw) = Vu(0)) - 上 人 jt Gd . eno (6.20) 
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对 于 ve C([0, 了 T], HG(Q)) C1([0, 了 7], 2(9)) 的 情况 .由 稠密 性 知 ， 存 在 un € 
C7([0, 了, BH3(9)), 使 得 在 C([0, 了 T], H3(9)) nC1([0, 了 TL2(Q)) 中 ， 有 
Un 一 人， 
对 于 wn，(6.20) 式 成 立 ， 根据 |g(w)| < Clulte 和 2(1 十 Qa) < 2N/(N -2) (因为 
a < 2/(N 一 2)) 推 知 ，g(w), g(wn) e 2(Q). 又 ws, (un)t € (90), 所 以 令 n 一 00 就 
推出 % 满足 (6.20) 式 ， 由 于 g(w)jur e L1(Q) 且 关 于 7 连续， 因此 由 (6.20) 式 知 ， 
V(wu(t)) 关于 r 可 微 并 且 (6.19) 式 成 立 . 


86.4 局 部 存在 性 


取 式 =Bo(O) x 2(Q),Y= 2(0) x HT (90), 算 子 A4 和 B 由 6.1 节 给 出 函 
数 9 e C(R, 有), 且 满 足 (6.9) 式 和 (6.15) 式 ， 其 中 a < 2/(N 一 2). 函数 G 和 泛 函 
V 分 别 由 (6.12) 式 和 (6.13) 式 确定 . 按 如 下 方式 定义 关上 的 泛 函 巨 和 从 XX 到 XX 
的 映射 一: 
Blu,) = 5h(w ol + Vu) 
= 5 {vu + mu? + vw — 2G(u)}dz, 
0 
F(u,v) = (0, g(2)), Vv (ve HI(0) x L2(0). 
定理 6.3.4 说明，g : (0) 一 L2(Q) 局 部 Lipschitz 连续 , 从 而 下: 和 一 对 局 
部 Lipschitz 连续 ， 给 定 (uo,io) EX = 丽 (9) x [2(0), 本 节 的 目的 是 寻找 工 > 0， 
以 及 问题 (6.1) 和 (6.2) 的 解 u. 同 于 6.1 节 , 记 {Q(t)her 是 -4A 在 XX 中 生成 的 等 
距 群 ， {S(t)jzer 是 -B 在 Y 中 生成 的 等 距 群 . 
定理 6.4.1 设 T> 0 (wo,iio) € X, wu € C(I0,T], Hi(N)) N C1(l0,T), I2(0)). 
则 是 问题 (6.1) 和 (6.2) 的 解 当 且 仅 当 UV = (w, wt) 满足 积分 方程 : 
U(t) = Qtuo do) + | Q(t s)F(U(s)ds, te [0,T]. (6.21) 
此 外 , 若 Auo e 2(0) 且 iio € HI(Q9), 则 有 
vu € C1([0,T], He (0)) N CL0,T), LN)), Av € C0,T), L220)). 
证 明 记 U= (w wt), 则 (6.2) 式 等 价 于 
| Ut+ BU = F(UV), te |[0,T7), 


(6.22) 
U(0) 三 (uo, io). 
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如 果 es C(I0, 了 , H6(9)) nN C3([0, 了 ,2(9)) 是 (6.1) 和 (6.2) 的 解 ， 那么 U < 
C([0, 了 T,X), 并 且 f() := F(U(-)) € ZL (10,, 关 ). 注意 到 SG = Q(t)U 对 所 有 
exX 成 立 ， 因此 类 似 于 定理 3.5.1 的 证 明 可 推 知 ， (6.21) 式 成 立 . 

反之 , 假设 5 = (wu, ut) 是 问题 (6.21) 的 解 . 因为 U(0) = (wo,zao) EX = D(B)， 
Q(t U(0) = S(H)U(0) 且 Q(t — s)F(U(s)) = 5(t — s)F(U(s)), 所 以 由 定理 4.2.7 知 ， 
UV € C([0,7T], D(B)) Nn C1([0,T], Y) 且 满 足 (6.22) 式 ， 这 说 明 w 满足 问题 (6.1) 和 
(6.2) . 

进一步 , 若 Auo € 2(0) 且 iio € (9), 则 (wo,io) e D(A4). 再 次 利用 定理 
4.2.7 可 推出 ， UV e C([0,7T], D(4)) nci(0, 了 TI, 关 ). 从 而 ，w€ C1(10,T], Hi(0))nn 
C2([0,T], L2(0)), 并 且 Ave C(O,T], L2(0)). 

利用 定理 4.2.5, 定理 4.2.8 和 定理 6.4.1, 可 推出 解 的 局 部 存在 性 : 

定理 6.4.2 ”对 任意 (wo,iio) < X, 都 存在 唯一 函数 u, 其 最 大 存在 区 间 为 
[0, 70), 并 且 对 任意 了 < no, 4 是 问题 (6.1) 和 (6.2) 的 解 . 此 外 ， 若 70 < co, 则 
dim ulin + lvlt)l2) = oo， 

最 后 ， 我 们 有 下 面 的 能 量 守 恒定 理 . 

定理 6.4.3 ” 设 (wo,io) EX,v 是 问题 (6.1) 和 (6.2) 的 解 . 那么 


E(u(t), u(t)) = E(wo,io), vtefloro). (6.23) 
证 明 ”由 定理 6.2.1 和 推论 6.3.6 得 


TBD), wl) = (PCD), male), (uO), ual))x — /glut yaa 
0 
= ((0, gut)), ult), wa)))x — | gular 


0 


= | guatdae — | gu ae 
0 0 
一 0， vte [0, 70). 


故 结论 成 立 . 

能 量 忆 与 XX 中 的 范 数 有 关 ， 在 研究 波动 方程 时 ， 能 量 守恒 式 (6.23) 是 非常 重 
要 的 . 事实 上 ， 能 量 守恒 式 (6.23) 给 出 了 解 在 X 中 的 范 数 估计 此外， 利用 能 量 
守恒 式 (6.23) ， 还 可 以 得 到 关于 解 整体 存在 ， 或 者 解 在 有 限时 刻 爆 破 的 结果 . 

根据 3.2 节 的 结论 , 对 < 0, 也 可 以 求解 问题 (6.1) 和 (6.2) . 事实 上 ， 尽 是 方 
程 (6.2) 在 [T, 0 上 以 wu(0) = wo 和 wi(0) = iio 为 初 值 的 解 ， 当 且 仅 当 v(t) = (一 已 
是 方程 (6.2) 在 [0, 一 7T] 上 以 v(0) = vo 和 vi(0) = 一 io 为 初 值 的 解 . 
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86.5 ”整体 存在 性 


同 于 热 方程 (第 五 章 ) , 我 们 将 给 出 关于 9 的 两 类 条 件 . 第 一 类 条 件 保证 所 有 解 
都 整体 存在 ， 第 二 类 条 件 保 证 小 初 值 时 解 整体 存在 ， 本 节 总 假定 函数 9 < C(R, R)， 
且 满 足 (6.9) 式 和 (6.15) 式 ， 其 中 a < 2/(N - 2). 

定理 6.5.1 ”假设 存在 正常 数 C, 使 得 G(w) < Cw? 对 所 有 wu € RR 成立， 则 对 
任意 (wo,iio) EX 有 mm = co. 

证 明 记 JjbD=|owb ue(t))%, 其 中 te [0,70). 由 (6.23) 式 得 


f(t) = 1(0) -2 人 ceodz+2 人 Ge)dz 
< /0) 一 ? [ G(uo)dz + 2C 上 w(t)dz, vtel0,r). (6.24) 


另 一 方面 ， 因 为 


tf/d 
uOB = ol+ 人 (二 了 tajPaz) as 
至 luolB+2 [ | usus(s)ards 
< jwol|: 十 入 f(s)ds, vt € [0,70). (6.25) 
0 
所 以 由 (6.24) 式 ， (6.25) 式 和 Gronwall 引 理 知 ， 结 论 成 立 . 


定理 6.5.2 ”假设 存在 正常 数 6 和 4 < 入 +m, 使 得 当 |u|l < 6 时 , 2|G(w| < pw 
成 立 ， 则 存在 正常 数 6 和 KK, 使 得 当 ||(wo,iio)|x < 6 时 ，m = oo, 并且 


sup lu(t), w(t)lx < KlCwo, Gollx. (6.26) 
证 明 因为 g 满足 (6.15) 式 , 所 以 存在 正常 数 C 和 k> 2, 使 得 (N 一 2)k < 2N， 


并 且 当 vu| 沁 1 时 ， 有 
2|G(u)| < Clul*. 


根据 G 的 假设 条 件 ， 存 在 一 个 较 大 的 正常 数 C, 使 得 
2|G(| < pw? + Clul®, vueR. 
从 而 ,由 H1(Q) 一 (9) 知 


2 | el] | wdz+Cluls, vueH(Q). 
0 0 
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由 于 和 +m > 0 因此 可 以 用 (人 (YuP+ma2)dz) “作为 u 在 码 中 的 范 数 ulin 
因为 +m > ,所 以 存在 v e (0, 1)， 使 得 入 十 m > 1/(1 一 vz). 于 是 

[ul = | (全 | udz> 二 | a 


即 
» | wdz < (1— vw)lulls, vue HI(N). 
0 


因此 
2 | ellar < -un + Chul vue OW. (627) 
0 


设 (wo,iio) €E X 满足 ||(wo,io)x < 1 记 ww 是 问题 (6.1) 和 (6.2) 对 应 于 
初 值 (wo,iio) 的 解 . 同 于 定理 6.5.1 的 证 明 , 令 f(t) = (w(t), u(t)) 咱 和， 注意 到 
fj > 的 | 所 以 由 (6.24) 式 和 (6.27) 式 得 


yf(t) < f(0) -2 人 Gluo)dz + CF/2(t), vte [0,n). (6.28) 
因为 


C 
| /eeoaz| < f letuo)lar < $f var + Sluols, 
9 9 2 Jo 2 
< Clll(wo, ao) |X + (vo, io)l|X] 


< C[f(0) + f*/2(0)], 
所 以 由 f(0) < 1 推 知 ， 存 在 M > 1, 使 得 


f(0) -2 人 G(wo)dz < Mvf(0). (6.29) 


取 e= > —1>0,¢(ét)= Cate 一 &, 其 中 &>20. 令 -0= mine>o 9(#) <0. 类 似 于 
定理 5.2.16 的 证 明 可 推出 ， 对 任意 a € (0, 9), 存在 0 < 刁 (a) < &2(@), 使 得 


$e)+a<0, Vvéla) <€ < é2(0), (6.30) 


a <&(a) < all 十 2) < & (oa), $(é1(a)) +a= 9(é2(a))+a=0. (6.31) 
由 (6.28) 式 和 (6.29) 式 知 ， vf(t) < Mvf(0) 二 CF*/2(t), 即 


pflt)) + MI(O0) >0, vtelo,n). (6.32) 
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此 外 ， 若 进一步 假设 Mf(0) < 0 则 由 (6.30) 式 和 (6.32) 式 得 
f(t) € [0, (MF(0))] LU [é2(MF(0)), 0%). 


于 是 ,利用 f(0) < Mf(0) <9 和 (6.31) 式 推出 ，f(0) < Mf(0) < (Mf(0)). 再 由 
f(t) 的 连续 性 知 


l+e 
E 


f(t) < HMF(0)) < Mf(0), Vte |0,n). (6.33) 


取 
K= VM(l+e)/s, 6 = min{1l, VO/M}. 


则 当 ||(wo, io) 咱 x <5 时 ， 有 f(0) < 62. 从 而 Mf(0) <9 且 f(0) <1. 故 (6.33) 式 
成 立 ， 由 (6.33) 式 看 出 ，m = co 并 且 (6.26) 式 成 立 ， 证 毕 . 


86.6 ”有 限时 刻 爆 破 


同 于 5.2.4 节 ， 本 节 将 介绍 两 种 方法 ， 用 于 研究 问题 (6.2) 的 解 在 有 限时 刻 爆 
破 . 
1. 特征 函数 方法 ” 设 区 域 Q C RN 有 界 ， 边 界 99 光滑. 记 入 是 -A 带 有 齐 
次 Dirichlet 边界 条 件 的 第 一 特征 值 ， ” 是 对 应 的 特征 函数 .对 op 进行 标准 化 ， 即 
令 上 pdz=1 则 和 >oeoe 出 (O)nH2(O), 且 在 Q 内 ，w > 0. 考察 问题 (6.2) 
的 一 个 特殊 情况 ， m = 0, g(w) = |ulj?,p > 1, 即 
vtt — Au = Iul?, EQ, t>0, 
ult, £) = 0， rz €00, t>0, (6.34) 
u(0, £) 一 40(Z)， ut(0,Z) 二 &o(Z)， EQ. 
定理 6.6.1 设 wo, zi > 0, 关 0. 假定 是 问题 (6.34) 的 C? 解 ， 其 最 大 存在 
时 间 为 no. 车 [ plz)uo(z)dz > 和 V2-D, 则 mn < oo, 并 且 
0 


lim sup |u(t, 7)| = co， 
to70 yen 
即 解 在 有 限时 刻 爆 破 . 
证 明 记 
V(t) = [ p(z)ult, T)dz, t>0, 
Q 
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则 %(0) > 0, w(0) > 0. 用 yp 乘 以 (6.34) 式 中 的 方程 ， 并 在 Q 上 积分 得 


vw" (t) 二 | wuuae 


= /avdaz+ / plul?dz 
0 0 
二 -人 wudz+ | phurar. 
利用 Jensen 不 等 式 知 
了 
elurar > ( /elaz) > we) 
0 0 
于 是 


凡人 的 > 一 My 的 十 如 的 = 一人， 二 > 0， 
UV(0) >0,， vw(0) > 0. 


因为 Vz-1(0) > 入 且 光 (0) > 0, 所 以 对 t>0 有 w(t) > 0. 从 而 w(t) 在 有 限时 刻 爆 
破 ， 即 m < oo 且 dim w(t) = co. 因此 


lim sup lu(t, 2)| = o0. 
t 一 TO0 ze5 


特征 函数 方法 对 于 波动 方程 的 应 用 是 非常 有 限 的 .这 里 给 出 的 例子 是 一 个 极 
为 特殊 的 情形 . 事实 上 ,问题 (6.34) 没有 具体 的 物理 背景 . 请 读者 考虑 ， 如 果 将 非 
线性 函数 |lul? 替换 成 |luj?-'u, 那么 以 上 证 明 是 否 成 立 ? 

2. 能 量 方法 ”这 一 部 分 总 假定 忌 是 问题 (6.2) 的 解 . 

定理 6.6.2 ”假设 存在 e > 0, 使 得 


ug(u) > (2 + e)G(u), vueR. 


如 果 (wo,io)E 上 且 E(wo,iio) <0, 那 么 To0 < oc. 

上 述 定 理 的 证 明 需 要 借助 于 下 面 的 引 理 . 

引 理 6.6.3 设 了 > 0,w € Cc(l0,7T],Hi(0)) N C1(0,T7], LL?(0)) N C2(0,T7), 
-1(0)), 则 人 wbdz e C(I0,T), 并且 成 立 


2 
全 w(t)dz = | u2(t)dz + 2(u(t), Utt(t)) H3, H-1, vt € [0,T]. 
9 le， 
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证 明 记 f(t) = | wu2(t)dz, te [0, 了 T1]. 首先 假设 ve C2([0,T], H3(Q)), 则 有 


f° (t) 二 2 /Daz+2 /vbuu(bda 
= 2 | u2(t)dz + 2(u(t), Utt(t)) Hi, H-1, vt € |0,7]. 
0 
由 此 推出 
f°(t) = f°(0) + 2 (f/ 42(s)dz 十 (al), toa(S)) mir-: ) ds, t € [0,T]. (6.35) 
根据 稠密 性 ， 可 以 证 明 (6.35) 式 对 于 
u € C(O0,T], HL(Q)) N C(I0,T), LW)) N C2((0,T), HO)) 
也 成 立 ， 对 (6.35) 式 两 端 关 于 t 求 导 ， 即 得 结论 . 
引 理 6.6.4 设 T > 0,u € Cc([0,7],Hi(0)) N C1(0,T], 120)) N C2?([0,T), 
-1(Q)) 是 问题 (6.2) 的 解 . 记 f(t) = 人 w2(t)dz, te [0, 7], 则 
Pr 二 2 [ fu = Tu) ma?(t) + uDo(ult) dz, Welo,T). 
证 明 由 引 理 6.6.3 和 (6.2) 式 知 
]"(t) =2 人 w(t)dz + 2(u(t), Au(t) = mud) + gu gs vtelo,T). 
接 下 来 只 需 证 明 ， 对 任意 we 三 (9), 成 立 


(Ww, Aw) pi, H-! 一 -/ |vVwldz. (6.36) 
0 


如 果 Aw se LI?2(9), 那么 由 引 理 2.5.3 知 ，(6.36) 式 成 立 ， 再 利用 稠密 性 知 ，(6.36) 式 
对 w € HG(Q) 仍然 成 立 . 
定理 6.6.2 的 证 明 设 (wo,io) E XX 满足 (wo,iio) < 0, 并 令 


0 上 人 
由 引 理 6.6.4 和 假设 条 件 知 
7 四 =2 | fu 一 val — mu?) + ub)g(uld))}dz 


>2 fg — [Tu — me?(t) + (2 + e)G(u(t))}dz. 
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从 而 由 能 量 守恒 式 (6.23) 知 ， 对 任意 上 te [0,m), 有 


f(t) >e 人 Po nad ey 上 u2(b)dz 
一 2(2 + e)E(wo, io). (6.37) 


下 面 采用 反 证 法 . 假设 m = co. 则 由 (6.37) 式 知 
f"(t)>—2(2+ée)E(uo,io) >0, Vtz>0. 


因而 ， lim f(t) = co. 另 一 方面 ， 利 用 (6.37) 式 和 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 可 得 
jj > (4 二 人 ua2(bdz 由 (bdz 


之 (4 十 65) (/ gw) 
= (1+5) (7 的 ) 


于 是 
(js/400) <0, Vt> 0， 


同 于 定理 5.2.20 的 证 明 (主要 是 (5.36) 式 以 下 的 部 分 ) ， 可 导出 矛盾 . 
定理 6.6.5 设 Q 有 界 ， 且 存在 正常 数 K 和 s, 使 得 


ug(u) > (2+eG(W), YY 加 > 五 . 
也 风 三 Min ug(), 7 一 max. Gu) 若 (uo,io) EX 满足 
(2+ée)E(wo, 0) < —|Q| x lp — (2+e)vl, 


则 有 m < oc. 
证 明 注意 到 对 te [0,70), 有 


人 su)da 
和 上 u(t)g(u(t))dz 十 / u(t)g(u(t))dz 
lulgK lul>K 
> I ulbg(u(bjdz 十 (2 十) Gi 
= {udelul) -+6 + 2+0) f Geut)a 
lulgK 2 


> 人 Gu(b)dz， 
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同 于 定理 6.6.2 的 证 明 ， 可 得 结论 . 
对 于 问题 (6.2) ， 当 m = 0, g(w) = hv?-1w 时 , 还 可 以 得 到 一 个 比 定理 6.6.2 更 
好 的 结果 .此 时 的 能 量 


E(u,v) -了 /dv 十 v2)dz 一 ih lul?tidz. 


定理 6.6.6 ”假定 p 满足 : 当 N=12 时 p>l; 当 N>3 时 ，1<p< 
N/(N 一 2). 设 (wo,io) €E HB(9) x IL2(Q), 并 且 


u € C([0, 70), Ha(O)) N C(O, m0), L*(O)) 


是 问题 (6.2) 的 唯一 极 大 定义 解 . 若 Eo := E(wo,iio) < 0, 或 者 Eo =0 且 (wo,zo) > 0， 
则 mm < eco, 且 有 


Jlim lullera = im {| Tul) + luc) lB} = oo (6.38) 
证 明 记 了 f(t) = wD)l8 则 产 () =2(ww), 且 
"(0) =2 [ (2 — vu + lulPtl)dz 
【9 
所 以 由 能 量 守恒 式 得 


f”(t) Al isi) J/ lul?tldz ~ 4Eo > kf ?+1/2(t) — 4Eo, (6.39) 


其 中 常数 > 0. 采用 反 证 法 . 假设 m = co. 如果 Eo < 0, 那么 由 (6.39) 式 知 ， 当 t 
很 大 时 ， f(t) > 0, 即 (w, uz) > 0. 因此 ， 我 们 不 妨 认 为 Eo = 0 且 (wo,iio) > 0. 因 
为 1”(t) > 0, 所 以 f(t) 和 f(t) 都 是 非 减 非 负 函 数 ， 于 是 由 (6.39) 式 知 


(OP 2 a) +0, 
其 中 常数 C > 0. 故 


f(t) df 
A OTHE Tt Vtel,). 


然而 ， 由 f(0) > 0 知 ， 上 式 左 端的 积分 有 界 . 矛盾 . 


习 题 六 
6.1 设 OQC 了 ”是 有 界 光 滑 区 域 ， p > 1. 考察 初 边 值 问题 
Utt 一 AU 十 Wit = lul? i, rE€EQ, t>0, 
4 一 0， ZEDO0，t>0， 


u(x,0) 一 Uo(Z)，uwt(z;,0) = io(7), ZE0. 


通过 选取 适当 的 工作 空间 X, 讨论 解 整体 存在 以 及 在 有 限时 刻 爆破 的 条 件 . 

6.2 取 g9( =aluj*w, 其 中 a 关 0,a>0 且 a sg2/(N 一 2). 设 (wo,iio) € 久 , 用 wv 表示 
问题 (6.1) 和 (6.2) 的 解 . 分 别 就 a < 0 和 a > 0 的 情况 ， 讨 论 解 的 整体 存在 性 、 有 界 性 以 及 非 
整体 存在 性 . 

6.3 取 go = alwuj*wu 一 blul5w, 其 中 oa 5b, a, 6>0. 设 (woiao) EX 记 w 是 问题 (6.1) 
和 (6.2) 的 解 ， 对 a, 8 作 适当 的 假设 ， 讨 论 解 的 整体 存在 性 、 有 界 性 以 及 非 整 体 存 在 性 . 
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本 章 将 减弱 对 非 线性 项 的 限制 条 件 , 推广 第 五 章 的 结果 . 拟 线性 抛物 型 方程 的 
确切 定义 将 在 7.4 节 中 给 出 ， 一 个 典型 例子 就 是 
ut = Au + f(u, Vu). 


方程 中 的 主 项 是 Laplace 算 子 ， 它 是 一 个 最 简单 的 二 阶 椭圆 算 子 . 因为 非 线性 函数 
与 未 知 函 数 业 的 梯度 有 关 ， 所 以 必须 设法 用 Laplace 项 来 控制 非 线性 项 . 这 就 促使 
我 们 研究 它 的 分 数 宪 问 题 . 与 分 数 医 方法 等 价 的 一 条 途经 ， 就 是 在 Laplace 的 定义 
域 和 基本 工作 空间 之 间 的 一 个 内 播 空间 中 定义 非 线性 项 . 
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在 定义 分 数 蜘 算 子 之 前 ， 首 先 考察 一 个 实例 . 众所周知， 对 a < 0, 有 


工 (一 a) = f s ole sds=a° [ ile dt 
0 0 
其 中 常数 a > 0. 由 此 推出 


aa = a fe tc 一 Le 一 ctdt 
IT(—a) Jo 


受 此 启发 ， 我 们 引入 下 面 的 定义 . 
定义 7.1.1 设 -4 是 Banach 空间 和 中 的 Co 半 群 8(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 
Q(t) 满足 
IQWN < Me ™”, vt>0, 


其 中 常数 a, M > 0. 用 B(X) 表示 所 有 具有 上 述 性 质 的 算 子 4 的 全 体 . 对 于 4 e 
B(X) 和 a < 0, 定义 算 子 A* € L(X): 


1 OO 
A 上 t-°-1Q(t)zdt, zeX. 
工 一 a) Jo 


当 a 是 负 整 数 时 ， 定 理 3.2.2 说 明 ， 上 面 所 定义 的 4? 与 通常 意义 下 的 定义 是 
一 致 的 . 
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例子 设 4 是 Hilbert 空间 矿 中 的 正 自 伴 算 子 , 其 谱 表示 为 4 = 1/ AdBCN)， 


则 
= 和 2 ， V 
1 dE(A) a<0 
事实 上 ,根据 
Q(t)z = eAty 一 人 etdE(N)z, vr eH, 
0 
就 可 以 推出 


Qn 一 —a—1l 
A”z = ws; / t Q(t zdt 


2 Fs) 入 Ee ( [ eas) dt 


到 [ Fa ( 上 tee vat dE(N)z 


= 上 AdE(N)z, vzeHh. 
0 


定理 7.1.1 若 4 é B(X), 则 

(1) A-° = 一 和 ra(4+ 和 -Id Vae (0,1); 
0 

(2) 存在 正常 数 C, 使 得 4-*|| < C，V ae (0,1); 

(3) lim A *r=7zx, VrEX. 

证 明 (1) 定理 3.2.2 说 明 ， 对 任意 ze XX, 有 


(4+A) z= 上 etQ(t)zdt, 入 0. 
0 


从 而 
这 一 CQ 一 工 ee Re 一 CQ 一 入 t 
[ A-°(A+A)-!zdX = 上 [ -ae-xQ(t)zdtdA 
上 te-1T(1 — a)Q(t)zdt 
0 
=T(oT(l -a)A "zy, 
即 结论 (1) 成 立 . 


(2) 因为 Q(t) < Me-** 且 a>0, 所 以 由 定理 3.2.2 知 当 入 >0 时 ， 有 


—Aep(A), |(4+N-Yg< MOA+a). 
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因而 由 结论 (1) 推出 
。 1 
1A < [ee|/ NelA+ NA 
不 0 


+ | / A-C+OA(A + NTaX 


要 | 一 -|+ +M| 轩 于 
a (1— 


(3) 首先 假设 ze D(4). 那么 存在 ye X, 使 得 z= 4A-'y. 于 是 


[© © tc 
el 一 (1 十 a)。 _ A—1 至 5 
4 *z—z=4 y—A y | (a ey 1!) Q(t)ydt. 


因为 上 es Me 且 a > 0 所 以 


[go, va e (0,1). 


14-ez -zl < Millyl ta + Malal dt 
K 


rl(l+ta) 
其 中 K >> 1. 由 此 推出 


lim A z= 2, vz €D(A). 


a—0 
由 于 万 (4) =X 且 4-* 关于 ae (0,1) 一 致 有 界 ， 因 此 


lim A z=7, vrEX. 


Q 一 0 


引 理 7.1.2 若 AeB(X), 则 A448 = 4c+6 对 任意 a, 6 < 0 成 立 . 
证 明 对 任意 z eX, 我 们 有 


4"4p7z = Fe) 上 tc-1Q(D)42zdt 


Foi 万 [ | “4-0-1Q(t)s-8-1Q(s)zdsdt 
= FCaECD [Lf t-°-1l(r —t) -1Q(r)zdrdt 
一 FCaEC 全 tl(r —t) fF-1Q(r)zdtdr 


下 WE ™ —a—pB—1 
i / Tr Q(Tr)zdr 
= 4c+p7r. 


故 结论 成 立 . 
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引 理 7.1.3 若 4e8B(X), 则 对 任意 wa <0, 4 是 1-1 的 , 且 he 的 值 域 在 入 
中 条 . 

证 明 取 -m<a. 由 4 = A*A-"-e 知 RR(A4-") C 尺 (4o). 利用 定理 3.2.1 
便 知 ， RR(4-") = D(4") 在 XX 中 稠 ， 从 而 RR(4*) 在 X 中 也 是 稠 的 . 下 证 4* 是 
1-1 的 . 

如 果 4ez = 0, 那么 A-"z = A-"-hr*z = 0. 因而 ， A-"tiz = 44-?z = 
0,…, 故 z=0. 这 说 明 4" 是 1-1 的 . 

由 引 理 7.1.3 知 ， 下 面 的 定义 是 合理 的 . 

定义 7.1.2 ”对 于 AeB(X) 和 a>0, 定 义 4* 是 4-° 的 道 映射 ， 即 


40 =I, D(A°)=R(A-°), A*A-*z=z, vzeX. 


定理 7.1.4 设 AeB(X). 我 们 有 

(1) he 是 闭 笛 定 的 ， 且 0 e p(4o), (4c)-1 = 4-* 对 所 有 a > 0 成 立 ; 

(2) 对 于 aeR,t>0 和 zeD(4°), 有 A*Q(t)z = Q(t)A?z; 

(3) 当 a>B6 时 ， 有 D(A4°) C D(A45); 

(4) 对 于 a 6 < 到 及 zeD(46)nD(4e+6) 有 ArtBz = A*APz; 

(5) 对 于 ae[ol 和 zeD(4), 成 立 |4*zl < 2(M + DAzll*lzll 一 

(6) 存在 正常 数 C, 使 得 对 所 有 入 e RR, a e [0,1], ze D(A4*) 和 + > 0, 均 成 立 


ext 一 1 网 
le -eal < Ca+ oN) (G+ Dt) Maral. 


证 明 ”由 定义 7.1.2 和 引 理 7.1.3 知 ， 结 论 (1) 成 立 . 
当 a < 0 时， 由 定义 7.1.1 和 命题 1.2.11 知 ， 结 论 (2) 成 立 ， 当 a > 0 时 ， 因 
为 (4°)-!， =A-°, 所 以 存在 ye 六 ,使 得 z= 4“y. 于 是 


Q(t Az = Q(t)y = A A “Qty = AQLA Y= A QL. 


这 说 明 结 论 (2) 成 立 . 

当 @ >B>0 时 ， 由 引 理 7.1.2 知 ，A4-* = 4-646-". 故 结论 (3) 成 立 . 当 
B < 0 时 ， 由 于 D(48) = XX, 故 结论 (3) 显然 成 立 . 

如 果 a <0 且 6 < 0, 那么 由 引 理 7.1.2 知 ， 结 论 (4) 成 立 . 

如 果 a < 0,68 > 0 且 满 足 aw+B8 > 0, 那么 由 4r-(e+6)4a = 4-4 知 ， 
4-(te+ 有 jp4c4pz = zx, YzeD(46)nD(4c+6). 所 以 结论 (4) 成 立 . 

如 果 a < 0, 6 > 0 且 满 足 a 二 6 < 0, 那么 对 任意 ze D(46) n D(A4?+6), 有 
4e+pz = 4e+64-64pz = A*A8z. 故 结论 (4) 成 立 . 
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如 果 a > 0,6 和 0 上 且 满 足 w+6 > 0, 那 么 由 464-4e+p) = 4 知 ， 4pz = 
4-"4cf+pz, Yr Ee D(A8)n D(A*+8). 故 结论 (4) 成 立 . 

如 果 a > 0, 6 < 0 上 且 满 足 a+6 < 0, 那么 对 任意 zEX, 有 A-*A*tBz = 4p7. 
故 结论 (4) 成 立 . 

如 果 a >0 且 6 > 0, 那么 由 4-8h4-* = A-(e+8) 知 ，A-8A4-°ArtBy = 
7, V TE D(A8)n D(A*+6). 故 结论 (4) 成 立 . 

要 证 明 结 论 (5), 只 需 考虑 a e (0,1) 且 ze D(4) 的 情况 . 由 定理 7.1.1 得 


sin 总 


|4ezl| = 4e-14zl < 9 [ A°-1(A + A-1AzldX. 


因为 当 和 >0 时 ，||(4 二 和- 圳 < 荣 且 4(4 十 和- 囊 < M 十 1, 所 以 对 任意 > 0， 
有 


sin 一 


4A°zl| < 9 [+ el + MI|AzlA* dA 


本 | 一 al) /e*(M +1)llzll 于 eo-1M||Azll 
克 a 1 一 a 
< eo°(M +1)|z||+e°- MIAz|l. 


上 式 右 端 关 于 s 取 极 小 ， 即 得 


a a nra a 一 aa l—a ee 
14ezl < (M+ De Moa ote { (SS) + 二) | 


< 2(M + Dlzll lAzl®. 


由 此 知 结论 (5) 成 立 . 
下 证 结论 (6) . 记 z = zx 一 eXQ(t)z. 利用 结论 (2), (4) 和 (5) 知 


|z|=14' 7°A° ?zl < 2(M + DN Az A ll. 
因为 
1A°z| = |A°z —e*Q(t) Az) < M(1+e'))A®zl, 
t 
1 上 CexsQ(s)4az)ds 
0 ds 


t 
= (4A— 4 [ e*sQ(s) A*zds, 


4 一 zl < car mf e “|4“z| ds < CQ + DS 一 |4ezl， 
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所 以 结论 (6) 成 立 . 
定理 7.1.5 设 AeB(X),0<a<1. 若 ze D(4), 则 


A*z = 2 | t°-1(t+ A)-!Azdt. 
0 


nT 


证 明 ”因为 0<1-a<l, 所 以 由 定理 7.1.1 得 


上 t°-1(t + A) zdt. 
0 


PE - 8TQ 


由 zeD(4) 知 ，zeD(4c) 有 是 4°-!iz eD(4). 由 于 4 是 闭 的 ， 因 此 只 要 下 式 右 
端的 积分 存在 ， 就 有 


4az = 4(4o-lz) = 一 [ to-1(t + 4)-14zdt. 
0 


M 
根据 上 +4) 一 | zz' 推 知 
tit + A) 4zl < Mt*-i(t+a) lAzl, tz0. 


上 式 结合 0 < a < 1 就 可 推出 积分 人 tio-1(t + A)-1Azdt 的 存在 性 ， 故 定理 的 结 


论 成 立 . 

为 了 控制 拟 线性 抛物 型 方程 中 的 非 线性 项 ， 往 往 需要 获得 与 分 数 客 算 子 有 关 
的 估计 ， 在 此 方面 ， 下 述 定理 将 起 到 关键 性 的 作用 . 

定理 7.1.6 设 AeB(X), B 是 从 XX 到 Banach 空间 Y 的 闭 线性 算 子 ,满足 
D(B) 2 D(4). 若 存 在 6 € [0,1) 和 正常 数 C, 使 得 


|Bzlly < CllAzlflzll’ Ss, vzeD(A). (7.1) 
则 当 a>B6 时 ， 有 D(B) 2 D(4o), 并 且 BA-*€L(X, YY). 
证 明 取 7e(6,1,7 和 a 以 及 zeD(47). 由 定理 7.1.1 得 
-4-r4rz= [fd 
z = i0 


其 中 


Sn 


fN)= 
由 不 等 式 (7.1) 知 ， Bf € C((0， a Y), 并 且 
lB ly < CA 7404+A A TAT ATN Az 
和 CA 4(04+A 4+ NT AA 
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因为 当 入 > 0 时 ， 有 


M 
和 A+a 


(4+ 和 AN) < ， |4(4+N- <1+M, 


所 以 


BF)ly < CQ + MA + ol A 
人 Iafalvaxs cularal, 
0 


这 说 明 ，Bf 在 (0,co) 上 Bochner 可 积 . 于 是 由 命题 1.2.11 知 ，z = VA ED(B) 
0 
且 Bzlly < Cal4rzl. 因此 ，D(B) 2 D(47) 2 D(4°), 并 且 


BA “zlly =|BA A “zlly < Cl4 4 YA ®™)zl < Ca 全 人 


从 而 定理 得 证 . 
定理 7.1.7 设 4, BEeB(X) 满足 D(4) = D(B). 如 果 存 在 a e [0,1) 和 正常 
数 C, 使 得 
14- B)zl < CllAzll*lzl’ *, YzeD(4)， (7.2) 
那么 ，D(42) = D(B6) 对 所 有 6 e [0,1] 均 成 立 . 
证 明 当 8=0 或 1 时 ， 结 论 显然 成 立 . 下 面 假设 6 e (0,1), x € X. 由 定理 
7.1.1 得 _ 
B-ez _ 4-pz = sh 上 f Ody, (7.3) 
T 0 
其 中 
fA)=AS(B+N A- B)(A+N-!z. 


注意 到 存在 正常 数 a 和 M, 使 得 


M 
入 + a’ 


二 M 三 
A+N so Il(B+N < 


YA 和 > 0， 
入 十 Q 


所 以 由 定理 7.1.4 的 结论 (5) 知 ， 存 在 正常 数 Ci, 使 得 
BaB+AN-I< COA+ap-1 vA>O. 
另 一 方面 ， 由 (7.2) 式 知 ， 存 在 正常 数 C2, 使 得 


上 14- B)C4+ANT-I ES Co( 和 + oa)“ 一 1 VA 和 > 0. 
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于 是 
BSFO)N < C1C2A A A+ oa) te zl. 
这 表明 ， Bf 在 (0,00) 上 Bochner 可 积 . 从 而 由 命题 1.2.11 知 ， f[ f e D(BS). 
.J0 
因此 由 (7.3) 式 得 ，A-8z e D(BB). 故 D(46) C D(BS). 
根据 (7.2) 式 ， 还 有 
1(4-B)zll < Cl4B 一 elBzllellzl 一 ” 
< CsllBzll* lzll!-®, v ze€eD(B). 
类 似 于 上 面 的 讨论 ， 可 证 D(B6) Cc D(A8). 所 以 D(B5) = D(45). 
推论 7.1.8 设 AeB(X),b>0,ael[0,1], 则 D(4°)= D((4+b)°). 
定理 7.1.9 ” 设 4 是 扇形 算 子 . 如 果 存 在 常数 a 和 5b, 使 得 对 任意 入 € o(4)， 
均 有 Re 入 >b>a. 那么 对 每 一 个 n > 1, 均 存在 正常 数 C(n), 使 得 
I(A4—a)*e tg<Cmn)t et:, vt>0,ael,nl. 
证 明 ”由 引 理 3.3.5 和 定理 3.3.6 知 ， 存 在 5 > 0, M 和 0, 使 得 A € Mb 十 
6, M, 0,X). 另 由 定理 3.3.8 推出 ， |le- 和 | < Cie-(+0)t. 从 而 由 定理 3.3.14 知 
1 上 4-oe 4 直 =|{A4- (b+6)+b+6—a}e 4 
< {4—(5+6)}e-4l+ (5+6—a)e 
< C2(1 手 t= te (b+0)t 
SCat le tt vt>0. 
注意 到 4 -ae B(X), 所 以 由 定理 7.1.4 的 结论 (5) 知 
(A—a)*e ES 2(1+ CON(A- a)e lle 
<Ot ett vt>0,ael,1), 
其 中 C4 = 2(1+ C1)C8Cl-*. 当 0<a sgn 时 ， 对 任意 t>0, 利 用 定理 7.1.4 的 结 


论 (2) 知 
(A 2 A = ((4 要 站 JR) 人 


从 而 
(4 -aser4 SCatt/m-e/neretnjm := C(n)t- oe. 


为 了 简化 记号 ， 现 引入 下 面 的 定义 . 
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定义 7.1.3 设 4 是 Banach 空间 X 上 的 扇形 算 子 , 存在 常数 a 使 得 Re 和 >a 
对 所 有 入 Eo(4) 成 立 . 对 于 a > 0, 定义 X*==D((4 一 a)*), 以 及 
lzlla=|(A4—a)°zll, ze 和 
称 Xe" 为 和 的 分 数 笑 空间 . 
定理 7.1.4 的 结论 (1) 说 明 ，0 e p((4 一 a)*). 从 而 赋予 范 数 ‖. |。 的 空间 Xe“ 
是 一 个 Banach 空间 . 由 推论 7.1.8 知 ，X? 不 依赖 于 a 的 选取 . 对 于 不 同 的 a, X?。 
中 的 范 数 | |。 都 是 等 价 的 . 
定理 7.1.10 ” 设 4 是 扇形 算 子 ，n > 1 则 存在 正常 数 C, 使 得 
| 


对 任意 > 0,t>0,56e [0,1],a€ [0,n], Bel[0,a+t+d 以 及 ze XX 均 成 立 . 
证 明 选取 a € RR, 使 得 ReA > a 对 所 有 入 e co(4) 成 立定 义 


Al=A-a, z= A?(e A(tth) eAt)y. 


eA(tth)y ~ e-Atzlla < Cle th) + eot)hste -oslzllg 


注意 到 


z 一 人 一 TAT A 
所 以 由 定理 7.1.9 得 
lal CH Se "(etre — 1)AT Arzl. 


再 利用 定理 7.1.4 的 结论 (6) 知 ， 定 理 的 结论 成 立 (在 定理 7.1.4 的 结论 (6) 中 ， 取 
入 = 一 a, a = 二 6, 并 用 4T5447 替代 xz). 
定理 7.1.11 设 4 是 扇形 算 子 ， 4e BCX),0<a 和 l. 若 zeD(4"), 则 


ler 生 一 Dazlls Sell4ezl 
证 明 ”由 定理 3.2.1 的 结论 (3) 知 ， 对 于 上 > T> 0, 有 


(e Me-Ar)r = -4|/ eAszds, VzeEX. 
符 


因为 4 是 扇形 算 子 , 所 以 由 定理 3.3.12 推 知 , 对 任意 s > 0, 有 er-4sz e D(4), 特别 
当 ze D(A°) 时 ， 由 定理 7.1.4 的 结论 (2) 和 定理 7.1.9 知 ， 4ee-4z = eAtA?z,， 
且 


t t 
| lae-*alas= | 41“e- 和 4czllds 


t 
<C [ sl]Arzlds < 和 tl4ezl 
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因此 ， 利 用 命题 1.2.11 可 得 
t 
(eA -eAr)zr= -|/ 4e -4szrds， VzxEX. 
从 而 
t C 
TI / 14er4ezlds < 二 thezl， YeeX 


在 上 式 中 令 7 一 0+, 就 得 到 所 要 的 结论 . 
87.2 ”由 微分 算 子 确定 的 分 数 吧 空间 


取 玉 = LP(Q), 4 同 于 3.4 节 . 本 节 将 利用 算 子 A 来 构造 Banach 空间 X 的 
分 数 短 空 间 . 
设 o < 0 满足 Reo(4p -a) > 0, 于 是 就 得 到 分 数 短 空 间 


X= D(4 -ac)， 0gagl. 
不 失 一 般 性 ， 假 设 Rec(4?) > 0, Xe = D(Ae). 由 命题 3.4.3 知 
ullams < CUApuls + luls), vueD(hs). 
因为 在 L?(Q) 中 4s 具有 有 界 的 逆 算 子 ， 所 以 存在 正常 数 C, 使 得 
lulaws < ClApulls, vue D(As). (7.4) 


在 讨论 Xs 的 性 质 之 前 ， 先 给 出 下 面 的 Nirenberg-Gagliardo 不 等 式 . 

引 理 7.2.1 (Nirenberg-Gagliardo) ” 设 Q 是 RN 中 的 有 界 区 域 ，00 e C™,we 
W™?(Q) NL"(Q). 

(1) 若 g>p,q>7,0<90< 1 满足 


kT <0(m-)—N 


并 且 当 p= 1 或 者 7 = 1 时 ， 不 等 式 严格 成 立 ， 则 有 


llls,a < Cllwllmallwllz 一 ， 


2) 若 0<g<1 且 vs<lb(m- 六 ) -NI ( 当 p= 1 或 者 "= 1 或 者 7 是 


正 整 数 ， 三 者 之 一 成 立时 ， 要 求 不 等 式 严 格 成 立 ) ， 则 有 


lullc = livlls < Cllwllnallwll 一 
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现在 证 明 下 面 的 嵌入 结论 . 
定理 7.2.2 设 90ecm,0<sa 乏 1 则 
X° 一 Wh (0N), 当 k- <2ma- 太 ， pg 时; 
N 
X° 一 C*(0), 当 0<v<2ma 一 二 时 . 


此 外 ， 以 上 散 入 都 是 连续 的 . 
证 明 ”由 引 理 7.2.1 的 结论 (1) 和 (7.4) 式 知 , 若 0<0<1, 且 
N N 1 一 0 N 
Q 之 2D， 人 (7.5) 


则 成 立 
上 Bulls = llulls,a < Cllullgpllulls < Cewllzlaulz 一 YuesD(4o)， (7.6) 


其 中 
B= 》 D3, D(B)=W*(0) CX= (0). 
1 和 
显然 ，B 是 闭 线性 算 子 , 并 且 D(B) 2 D(hp). 利用 已 知 条 件 , 我 们 可 以 取 到 0 < a 
使 之 满足 (7.5) 式 ， 于 是 利用 定理 7.1.6 可 得 


D(B) 2 D(4e)， BAs® e CIP(O), Za(9O)) 


从 而 根据 


X=D(4°)=R(As"), BAs* €L(L?(N), Te(D)) 


知 ，Xe 一 D(B) = W*4(Q). 注意 到 
lBzlls = BA, “Apzlla < CllApzllp = Clzlla, vzeX®, 


因此 ， 易 知 上 面 的 戏 入 是 连续 的 . 

类 似 可 证 定理 7.2.2 的 后 一 个 结论 . 证 毕 . 

例子 设 QcR,p=2, 即 X=L2(9), 4A=-A,D(4)= I() nHi(0). 根 
据 定理 7.2.2 ， 有 


1 
Xa 一 C7(0))， 如 果 a> ， v < 3(4a — 3); 
1 1 
X* 一 Wi"%(0)， 如 果 a> 2 7 > (5 — 4a); 


Xe .La(Q)， 如 果 - > (3 Ny) 
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87.3” 非 齐 次 问题 


设 4 是 Banach 空间 X 上 的 扇形 算 子 ，T € (0,o0), f : [0,T] 一 XX 有 界 且 
Bochner 可 积 . 本 节 的 目的 是 推导 函数 


v(t) := | eAlt™s) f(s)ds 
的 一 些 基 本 性 质 ， 这 些 性 质 在 研究 拟 线 性 抛物 型 方程 的 适度 解 的 正则 性 时 非常 重 
要 . 
定理 7.3.1 weoC-°([0,T], X°)NC®([0,T),X), voae(0,1). 


证 明 ”假设 对 任意 Xe c(4), 均 有 Re 和 > a. 令 4 =4--w 并 记 


t+h 
v(t+h)—v(t) = i 91(s)ds 十 / g2(s)ds, Ogtgt+h<gT, 
0 t 


其 中 
91(s) = [e 4 一 er4t js)， 92(s) =e Ate) f(s). 
于 是 
t+ 
n=/ ef) 
i 
= -/ Ae— A f(s)dé 
t—s 
t+h—s 
三 :二 一 4 
4 全。 f(g, 
t+h—s 
A9gi(s) = —AAT! [ Aitoe-Aé f(s)dé. 
t—s 
利用 f 的 有 界 性 和 定理 7.1.9 知 


t+h—s 
lAsg(o < Oo / €-(+to)qe 
t—s 
人 
= Dt he 


下 lgo(olds< i mn 
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同 理 可 得 


t+h t+h 
/ |Agga(s)lds < Cs / (hs)-eds 
t t 


C2 
(1 一 o) 


= Dn 
从 而 由 命题 1.2.11 知 ，v € C1-*([0,T], X°). 注意 到 
v(t + -vO < AF holt + h) ~ ve 


因此 ， 上 面 的 结果 说 明 ， ve Ce([0,7],X). 证 毕 . 
定义 
Gd = [ e-A(e-s) (f(s) - f(b))ds,. 


v(t) = G(t) + 上 eA(t-s) f(t)ds 
= G(t)+ [ er flt)ds, vtelo,T]. (7.7) 
0 


引 理 7.3.2” 设 jw.€ (0,1), a € [0, 14), fe€ Cr*([0, 了 ,六 ). 则 对 任意 t € [0, 刀 ， 
有 G( EX1ta, 有 AG € C+-°([0,T], X°). 
证 明 取 0<t<t+hsgT, 则 有 


t t t+h 
G(t+h)— Gt)= [ 91(s)ds 十 | g2(s)ds 十 人/ g3(s)ds, (7.8) 


其 中 
g1(s) = (e— A(t+th7s) — e479))( f(s) — f(é)), 
g2(s) = oe AthTs) (f(t) — ft + h)), 
g3(s) = e Att) (f(s) — f(t + h)). 

因为 


Ale A(t Th) a e463)) 要 0 G2 


所 以 由 定理 7.1.9 和 (3.40) 式 得 


Agi(s)lla < C2 h(t — s+2h) -1(t— s)* “一 
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从 而 
t t/h 
| Agi(s)llads < Co Pa (2+7)-ire-eldr < C3he-°. (7.9) 
0 0 


由 于 ， 
上 pa RE 上 eA(r+h) (f(t) — f(t + h))dr, 
0 0 
因此 ， 根 据 定 理 3.2.1 的 结论 (3) 知 
4 [ g2(s)ds = er ~ e-At)(f(t) ~ f(t+ h)), 
0 
进而 得 到 


[4f g2(s)ds 
另 一 方面 ， 由 定理 7.1.9 和 (3.38) 式 得 


< Oho. (7.10) 


t+h t+h 
/ ||Ags(s)l|lads < Cs y (t+h—s): -lds= Cs(u— oa) he. 
t t 


联 立 上 式 与 (7.8)~(7.10) 式 以 及 命题 1.2.11 便 推 出 ， G(t 十 hh) 一 G(t) e D(4), 且 有 
4G e C+-e([0,T], X*). 证 毕 . 

定理 7.3.3 设 久 € (0,1), a € [0, 4),e € (0,T), fe€ Cr*([0, 了 T, 关 ). 那么 以 下 
结论 成 立 : 

(1) v : (0,T) — X? 可 微 ,， 且 vw € C({0,T], X)NCr-° (le, T], X°); 

(2) veC(0, 如 ,XI 且 Av € Cr(le, T), xX); 

(3) v' 十 hv = 在 [0,T] 上 成 立 . 

证 明 由 引 理 7.3.2 和 (7.7) 式 知 ，w(t) e D(4), 并 且 成 立 

Av(t) = AG(t) + f(t) —e stf(t), vtelo,T]. (7.11) 

从 而 Av e C([0, 了 T,XX). 根据 定义 ， w(t) 是 问题 


v(t) + Av(t) = f(t), t>0, 
v(0)=0 


的 适度 解 . 于 是 由 定理 3.5.3 和 命题 1.2.11 推出 
v(t) +/ Av(s)ds = | f(s)ds. 
因此 均 +4 = 了 在 [0,T] 上 成 立 并 且 we C(I0,T], 半 ). 故 结论 (3) 成 立 . 
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不 等 式 (3.39) 说 明 ，e 4 e Cr([e, 了 ,X). 从 而 4o e Cr([e, 7],X). 故 结论 
(2) 成 立 . 
利用 结论 (3) 和 (7.11) 式 ， 可 得 


v(t) + AG(t) = eAt f(t). 


因此 由 引 理 7.3.2 和 定理 7.1.9 以 及 定理 7.1.10 知 ， w e C+-e([e, T1, X*). 由 此 及 
命题 1.2.11 可 推 知 


-I(4 —a)"v(t+h)— (A—a)"w(t)] = =(A — 0)° b(t +h) — vd)] 


h 
= (A- 0)9 4 v'(s)ds 
] ptth 
3 (A—a)”vw’(s)ds 
一 (4 一 a)*v'(t)， 当 hh 一 0 时 ， 


即 v: (0,T) 一 X? 可 微 ， 故 结论 (1) 成 立 . 
87.4 整体 存在 性 一 一 一 个 特殊 情形 


当 非 线性 函数 整体 Lipschitz 连续 时 ， 可 以 得 到 解 的 整体 存在 性 、 唯 一 性 以 及 
关于 初 值 的 连续 依赖 性 (参见 定理 7.4.3). 利用 保 核 收缩 映射 ， 我 们 可 以 把 这 些 结 
果 推 广 到 局 部 Lipschitz 连续 的 非 线 性 函数 ( 见 7.5 节 ). 

引 理 7.4.1 设 1e(0,co),p>1jeEZLz(01),1I 和 入 co，9geE7a(0,1). 定义 


全 的 在 人 (7.12) 
0 
则 当 Um < 1-1/p 时 ，K € L(L2(0; DD)), Km ce L(L1(0, Dee(0, D), 且 有 
dm IKE" re) =0 


证 明 在 R\(0, 7) 中 , 定义 g=h=0. 则 he i(R), 且 |Kg| < |hl*lg| 在 (0, 7 
上 成 立 . 利用 Young 不 等 式 ( 引 理 2.5.8) 可 得 ，K € L(L3(0, 0)) 且 |Kl|ecre) < ni. 

定义 hi = h, jl = 二 hn*h. 对 于 1<ngm, 令 1/pn = 1-n/m, 其 中 
固定 且 满 足 1/m < 1 一 1/p. 易 知 ， 在 (0, !) 上 有 |K"g| < |hn| * |g|. 我 们 断言 : 
hi € Lri( 民 ) 对 所 有 1 < i < m 成 立 ， 事实 上 ， 当 i = 1 时 ， 这 个 结论 显然 成 立 . 
假设 该 结论 对 i < mm 均 成 立 ， 注 意 到 1 +1/piti = 1/p1 二 1/pi 且 he Lr(R) ( 因 
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为 pl < p), 因此 ， 运 用 Young 不 等 式 可 知 ， 该 结论 对 于 i 二 + 1 也 成 立 ， 从 而 断言 
立 . 于 是 hm € L%(R), Km ec LC(L1(0, 0) Lee(0, 六, 且 有 


"go) < Hames { lelas 
由 此 推出 
人 ergjajl< ml { lg) 
< hnle /Ianle { ollaras 
= lanl& { (~ las)las: 
利用 归纳 法 可 以 推出 ， 对 任意 i> 1, 有 


(gma) < GE -ogods, se (0,0), 


, 1 . 
EK'™ oo < 一 一 一 由 


对 于 任意 的 es > 0, 分解 n=im+j, 其 中 0<j<m 一 1. 则 对 任意 ge 天 ( 民 )) 有 
e "|K"gllw = (eK)(e ”) gl 
< |(e  K)lccre, Le ™K™) gl 
< Ie Klee, Le) Ne ™K™) ere) gh. 


于 是 


i 2 a 本 
e "Kn, re) < TL Klece, re) le "lhmllo —> 0. 
故 |K" 上 人 2， re) < e 对 充分 大 的 n 成 立 . 


定理 7.4.2 (Gronwall 引 理 ) 设 1e (0,o0), fe L1(0, 7/) 满足 
j(z) < g(z)+ 下 h(x — s)f(s)ds, a.e. ZE (0,7), 
0 


其 中 h > 0, he L?(0,1),p>1 且 ge€ L732(0,1),g € [1, oo. 则 对 于 (7.12) 式 给 出 的 
算 子 K, 有 f<(I-K)'g=g+Kg+K?g+:…. 

证 明 ”我 们 已 经 知道 算 子 K e L(Lx(0, !))， 注 意 到 当 n > 0 时 ， 有 f< 
g+ Kg+… 十 K"g+K"+t!f, 于 是 利用 引 理 7.4.1 和 定理 2.1.9 即 得 结论 . 
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定理 7.4.3 设 4 是 Banach 空间 X 中 的 扇形 算 子 ，a e [0,1), 了 > 0. 若 
玉 : [0,T] x Xe 一 外 连续， 且 存 在 上 L< oo, 使 得 


HOE,z)— HE < Lz -ya VOgtgT,7,yeEX". 

则 对 任意 的 vo e Xe, 总 存在 唯一 的 ve C([0, 了 T], X*), 满足 

u(t) = eAtwo 十 [ | eAlt-s)H(s,u(s))ds, VO<tgT. 

此 外 ， 如 果 G : Xe 一 C([0, 也 ,XX*) 由 G(wo) = 定义， 那么 存在 正常 数 C, 使 得 
[Go)(t) =- Gvo)la < Clluo—wvolla, VOgtgT,wo,vo EX®. (7.13) 
证 明 记 Y=C([0,7T], X*). 易 证 ，Y 是 Banach 空间 . 对 weEY, 定义 Bu: 

(Bu)(t) = e™Atwo 十 | | e-Alt-s)H(s,u(s))ds, 0gtgT. 


因为 函数 e-4tuo 在 Xe 中 连续 (定理 7.1.10) ， 所 以 由 定理 7.3.1 知 ， 当 weEY 时 ， 
Bu eY. 若 wu,v EY, 则 由 命题 1.2.11 和 定理 7.1.9 得 


(Bt - (Bo)(Ola < Ca [ (£—s) “llu(s) ~ v(s)llads. (7.14) 


因此 Bu 一 Bzolle < Kw 一 vla, 其 中 KK 由 (7.12) 式 给 出 ， 与 之 对 应 的 h(s) = 
Cis ,9=oo. 由 引 理 7.4.1 知 ， 存 在 充分 大 的 n, 使 得 |K"|| < 1/2. 于 是 有 


[|(B8™w)() = (BO < zu 人 一 2) 


由 压缩 映像 原理 (定理 2.1.3) 推 知 ， 存 在 唯一 的 wu EY, 使 得 Bu = 人 
取 z,y Ee X%, 并 记 w= G(z),v = G(y), 则 有 


. t 
lu -wb < callz — ylla + Ga | (ts)-°llu(s) — v(s)lads. 
由 Gronwall 引 理 (定理 7.4.2) 知 ， (7.13) 式 成 立 . 
87.5 主要 结论 


本 节 总 假定 
(1) 4 是 Banach 空间 X 中 的 扇形 算 子 ， 且 Re 入 >a 对 所 有 入 e c(4) 成 立 ; 
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(2) ae [0,1), Oc Xe 是 非 空 开 集 ; 

(3) v € (01,Tme(0ooo, 王 :07)xgO 一 X 满 足 对 于 te[l0T) 和 
t+ E O, 存在 正常 数 工 = Itz) 和 6 = 6(t,7x), 使 得 当 t; € [0,7To),z; EO 〇 有 8 
tt <5, lzi zlle <6(i=1,2) 时， 有 


F(t2, x2) — Fti, rs) < L(t — tl + lz 一 zw) (7.15) 
对 工 e (0,7To], 记 S(T) 是 所 有 满足 
w(t) 存在 ut eE D(A) 且 wt) 4 Ault) = Fult), viel(0,T) (7.16) 


的 函数 ve C([0,T), O) 的 全 体 ， 需要 强调 的 是 ， F(t,u(t)) 有 可 能 依赖 于 的 导 
数 ， 一 个 典型 的 表达 式 就 是 Fu) = f(t,u(t), Vu). 我 们 称 这 类 方程 为 拟 线性 
抛物 型 方程 . 
注意 到 当 w € S(T) 时 ， w(t) e O 且 关 于 + 上 连续， 因而 v( 的 EX", 关于 上 也 连 
续 . 在 应 用 中 ， 通 常 可 以 在 某 个 区 间 上 选取 a. 我 们 将 证 明 ， 初 值 问 题 的 解 不 依赖 
于 a 的 选取 . 此 外 ,我们 要 求 u(0) es O. 因此 ， 本 节 所 研究 的 解 不 包括 那些 初 值 很 
“ 坏 ” 的 解 (尽管 它们 可 能 存在 ) . 虽然 定义 集合 S(T) 的 方法 有 多 种 ， 然 而 ， 需 要 
注意 的 是 ， 定 义 集合 S(T) 之 后 ， 必 须 保 证 对 于 任意 给 定 的 初 值 ， 解 的 唯一 性 都 成 
立 . 
定理 7.5.1 设 Te(0,7o], 则 we S(T) 当 且 仅 当 we C(0,7), O), 并 且 满 足 . 


u(t) = ee-Atu(0) 十 上 e-Alt-s) PF(s,u(s))ds, vte[0,7). (7.17) 
0 


此 外 ， 如 果 ve S(T), 那么 以 下 结论 成 立 : 

(1) w, Au, F(-, w) : (0,T) 一 了 局 部 Hilder 连续 .同时 ， 若 (7.15) 式 中 的 v 
满足 v > 1 一 a, 则 对 任意 7 e [0,1 一 Qa), 函数 v: (0,T) 一 X" 可 微 ， 并 且 导 函数 
uv : (0,T) 一 X7 局 部 Holder 连续 ; 

(2) 若 YY€ [a,1],w(0) € X7Y, 则 we cl(0,T), XY). 

证 明 假设 we C(0,T), 0). 记 f(t) = F(t,w(t)), 则 fe C(0,T), 匀 ). 于 是 由 
定理 3.5.1 知 ， 如 果 w € S(T), 那么 (7.17) 式 成 立 . 

现在 假设 ve C([0,T), O) 且 (7.17) 式 成 立 ， 把 (7.17) 式 改 写成 


u(t) =e-4tw(0) 十 g(t)， 其 中 g(t) = e-4G-9) f(s)ds. (7.18) 
选取 0<a<b<T. 因为 fe C([0,T), 久 ), 所 以 由 定理 7.3.1 推 知 


g EClP(la,bl, XF), VBEe(0,1). (7.19) 
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男 一 方面 ， 由 定理 7.1.10 知 ， 对 于 a sstsgsb 和 Be (0,1), 均 有 
le Atw(0) ~ eAsu(0)lls < C(t — s)1-h. 


联 立 上 式 与 (7.18) 式 及 (7.19) 式 就 推出 ，w e C1-8([a,0], X6). 于 是 由 下 的 正则 性 
知 , 函数 f 在 [a,b] 上 局 部 H6lder 连续 . 从 而 存在 re (0,1), 使 得 f € C"([a,b], 六 ). 
如 果 (7.15) 式 中 的 v > 1 一 a, 那么 对 任意 满足 7 < 1 一 a 的 7 € (0,1), 均 有 
f eC"([a,0],X). 令 


w(t) = e- Atv(a), 


v(t) = w(t) + [ eA(t™s) f(g + s)ds, t € [0,b—al. 


则 w/(t) 存在 ，w(t) es D(A4) 并 且 w(t) + Aw(t) = 0( 因 为 e-4 是 实 解析 半 群 ) . 由 
于 对 任意 0 < 6 < 1 均 有 vw(o) e X6, 因此 若 取 0 < 6 和 则 由 定理 7.3.3 知 ， 对 于 
0<e<b-a 和 7elor) 有 


Aw e C"([e,b— a], X)NOT™" le, 5 一 aq X"). 
再 由 定理 7.3.3 知 ， v(t) 存在 ，wv(t) e D(4), 并 且 
v(t) + Av(t) = f(a+t), vte (0,b—a). 
同时 还 有 
Ave Cl([e,b—al,X), v EC™"(le,b—al, X"), Vee(0,b—a), 7 el[,7). 


重新 整理 (7.17) 式 易 知 ，w(t) = w(t 十 a). 由 ob 的 任意 性 推出 ，w e S(T) 并 且 结 
论 (1) 成 立 . 

当 y€ (a,1) 时 ， 由 (7.18) 式 和 (7.19) 式 以 及 e-4tu(0) e C((0,T),X7) 推 知 ， 
结论 (2) 成 立 . 

当 y= 工 时 ，er4tu(0) e C1-9([0,0], X*) (参见 定理 7.1.10). 利用 (7.18) 式 和 
(7.19) 式 推 知 ， 存 在 6 e (0,1), 使 得 we C8([0, 9], X*). 因此 存在 re (0,1), 使 得 
fe Cr([0, 中 和). 从 而 由 定理 7.3.3 知 ， 4u e C([0, 中 ,X). 再 由 we S(T) 和 5b 的 任 
意 性 知 ， we C([0,T),X). 这 说 明 当 y = 1 时 ， 结 论 (2) 也 成 立 . 

下 面 证 明 ， 4.2 节 的 结论 可 用 于 拟 线性 抛物 型 方程 . 

引 理 7.5.2 设 了 e(07owecCc(0, 如 ,9O). 则 存在 正常 数 4, 工 和 连续 函数 
H: [0,T] x Xe 一 和, 使 得 
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(1) 车 te [0,T), |z 一 wlla <6, 则 ze€EO, H(t,z) = F(t,2); 

(2) H(t,7) — H(t) < Lz — Ylla 对 所 有 te [0,T] 和 z,y € Xe? 成 立 . 

证 明 对 于 te [0,7T], 取 6(t) = 6(t,w(t)) > 0 和 (t) = L(t,w(t)) < oo, 使 得 
当 lz 一 we < 60), ly 一 we <6(t) 1s—t<6() 时 有 


ZUEO， |F(s,z)— F(s, WI < LONz— ye 


取 p(t) & (0, 6()), 使 得 当 |s 一 丰 < plt) 时 ，lw(s) 一 wblle < 5(9/2 成 立 . 于 是 存 
在 亿 } 有 1: C [0, 了 ,使 得 


[0， 也] (ou Br) ti) UU...U Bt,) (tn)- 


记 L= 2 max L(ts), 0 一 7 ,min 6(ti). 易 知 ， 若 t 6E [0, 了 且 ZW E B26 (w(t)), 则 
z,y e 0, 有 P(t 7) ~ FE DN < 55le ~ ye 
对 于 te [0,T] 以 及 zx EX9, 定 义 H(t,7z) = F(t, w(t)+ Rs(z 一 w(t))), 其 中 Rs 
是 X* 中 的 保 核 收缩 映射 (参见 引 理 4.1.4) ， 则 结论 成 立 . 
定理 7.5.3 ( 解 的 局 部 存在 性 ) 若 uo€ 0O, 则 存在 9€ (0,7To) 和 we 5S(0), 使 得 
u(0) = wo. 进一步 还 有 ， lim un(t) — w(t)lla = 0, 其 中 vw € C([0, 9), O) 的 
定义 为 
ui(t) = wo, 
un+1(t) = eAtoo +/ eAlt-s) Fl(s, un(s))ds, t € |[0,0),n=1,2,... 
0 
证 明 选取 Te (0,7T0), 记 w(t) = wo, te [0,T]. 设 i 和 五 由 引 理 7.5.2 给 出 ， 
u € C([0, 了 TT, X?*) 是 由 定理 7.4.3 所 确定 的 解 ， 因 为 wu 连续， 所 以 存在 9 < (0,7]， 
使 得 在 [0, 9 上 ， lw(t) 一 wt) < 5/2. 因此 ， 五 (t,w(t)) = (t, u(t)). 从 而 由 定理 
7.5.1 推出 ，w € S(0). (7.14) 式 说 明 ， 当 9 充分 小 时 ， B 是 压缩 映射 ,进而 推出 ， 
在 [0,9 上 ,有 


uz — wlla = Bui — Bulls = |Bw — Bulla < wwulla < 6/2 = lluz -vlla < 5, 


us — wlla = [Buz — Bulla < lu ~ rlla < 6/2 = llus — vlla < 5, 


un — wlla = | Bun i — Bulla < luni -ulla <6/2 = llun — vwlla < 0. 


所 以 当 n 一 oo 时， 在 XX% 上 ww 一. 
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定理 7.5.4 ( 解 的 唯一 性 ) 设 0<jys<x9<T. 若 we S(n),u € 5(0) 是 
w(0) = wu(0), 则 在 [0, 4) 上 w(t) = w(t). 
证 明 任 取 人 Te (0,p), 设 5 和 五 由 引 理 7.5.2 确定 ,定义 


T’=sup{7: 7<T Hut) — wt)la < 5, vt el[0,7))}, 


则 T' > 0. 因为 对 te [0,T”), 有 H(t,wu(t)) = F(t, u(t)), H(t, w(t)) = F(t, wlt)), 所 
以 由 定理 7.5.1 和 定理 7.4.3 知 , 在 [0,7T') 上 w(t) = wD). 利用 4% 一 w 的 连续 性 以 及 
T' 的 最 大 性 可 推出 ， T= 工 . 

定理 7.5.5 ( 解 关 于 初 值 的 连续 依赖 性 ) 设 0<T<jy< To,weS(p). 则 存在 
正常 数 e 和 C, 使 得 对 于 满足 lz - w(0)|l。 < 的 任意 ze X”, 存在 ue S(T) 满足 
u(0) = zx, 且 有 


u(t) — wbla < Clz —wO)Na, vte [0,7). (7.20) 


证 明 设 5 和 五 由 引 理 7.5.2 确定 ，C 由 (7.13) 式 确定 . 选取 se (0, 6/C)， 
并 假设 lz 一 w(0)lla < e. 令 4= G(z), 其 中 G 由 定理 7.4.3 给 出 ， 由 (7.13) 式 以 及 
= G(w(0)) 知 ，(7.20) 式 成 立 . 因为 Ce < 6, 所 以 由 引 理 7.5.2 推出 , 在 [0,T] 上 
H(t, u(t)) = F(t, u(t)). 再 由 定理 7.5.1 知 ，w€ S(T). 

定理 7.5.6 ( 极 大 定义 解 ) 设 uo € O, 则 存在 70 := To(wo) € (0,To] 和 w€ 5S(7o)， 
使 得 v(0) = wo, 并 且 %% 满足 : 对 任意 4 e (0, To], 若 存 在 ve SO 使 得 v(0) = vo, 则 
To >/ 此 外 , 如果 mo < To, 那么 或 者 up F(t, u(t)) 咱 = oo, 或 者 存在 ze O\O， 
使 得 lim lw 人 — zlla = 0. 

证 明 ”由 定理 7.5.3 和 定理 7.5.4 可 推出 前 一 部 分 结论 . 下 证 后 一 部 分 结论 . 
假定 7 < To 并 且 IEuw 人 9) < eo. 利用 (7.17) 式 和 定理 7.3.1 知 ， 存 在 
Xz € X0%, 使 得 dm w(t) 一 zjla = 0. 显然 ，ze O. 假设 zeO. 取 T€ (mn, 7T0), 在 
[ro, 7 上 定义 w(t) 三 zx. 用 7 和 we C(0,7 和 ,OO) 分 别 代替 引 理 7.5.2 中 的 工 和 也 ， 
从 而 可 以 确定 出 与 之 对 应 的 5 和 五 . 因此 由 定理 7.4.3 知 ， 存 在 ve C([0,7], X)， 
使 得 

v(t) = eAtu(0)+ [ e-A(t-s)H(s, v(s))ds, te [0,71. 
0 
再 由 解 的 唯一 性 知 , 在 [0, 70) 上 w(t) = w( 台 . 根据 vw 的 连续 性 知 , 存在 4 e (7o, 7 


使 得 在 [0, 由 上 ， 均一 2 的 le < 6. 因此, 在 [0, pw] 上 H(t,v(t)) = F(t,v(t)). 再 
利用 定理 7.5.1 知 ，v € 5S(1). 这 与 m 的 最 大 性 矛盾 . 
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定理 7.5.7 ( 解 的 稳定 性 ) 设 ao > 0,T = co. 若 对 任意 s > 0, 均 存 在 6 > 0， 
使 得 对 于 任意 满足 ||zjla。 < 6 的 zeXs 以 及 t>0, 都 有 


TeoO, F(t,D) < ellzllo. 


则 存在 正常 数 yj 和 C, 使 得 对 每 一 个 满足 lzll。 < 4 的 ze X*, 都 存在 vu € S(co)， 
满足 u(0) = z 和 
ulla < Cllzlee- 一 ， vt>0. 
证 明 ”由 定理 7.1.9 知 ， 存 在 M, 9 > 0, 使 得 


Ie-4 < Me-(o+0)t (4 a)*e-4i|| < Mt-%e-(o+0)t vt>0. 


取 。 > 0 使 得 seMbc -IT(G - a) < 1, 则 存在 一 个 与 之 对 应 的 5>0. 令 ye (0, 0) 满 
足 
2M1 < 6{1 ~ eMO°-T(1 — o)}. (7.21) 


选取 满足 ||zjla < 4 的 ze Xe*, 则 存在 最 大 的 70>0 以 及 we 5(m), 使 得 w(0)= zx 
(定理 7.5.6). 由 连续 性 知 ， 存 在 7 € (0, 70], 使 得 当 0 < t < 时 ， u(t)ja < 6. 令 
7 是 这 些 n 中 的 最 大 者 . 利用 F(t, z) 的 假设 条 件 易 知 ， 下 (t,0) = 0. 这 样 就 推出 ， 
对 任意 te [0,7), 有 


t 
lw < Me etlzla + eM [ (t— s) eo et) us) lads, 
0 


t 
“lula < MIzle+eM 人 人 -eroenlu(aleds 
0 


< Mllzll。 十 eM0°-1T(1 一 Q) sup {e”’|lu(s)||a}. 
O0<s<t 


于 是 


Mlzlla 
as Oe. 
nl jw 1—eM0°-1T(1 — a) 


从 而 

Me-"llzlle 
1 一 <EMbc-IT(L 一 oa) 
由 于 |lzll。 < jy, 因此 联 立 上 述 估计 式 与 (7.21) 式 就 推出 ， jlw(t)l。< 6/2 在 [0,7) 
上 成 立 . 再 利用 % 的 连续 性 和 7 的 定义 知 ，7' = 70. 这 说 明 ww 远离 O 的 边界 . 故 
由 定理 7.5.6 知 ， 70 三 DO， 

如 果 4 的 谱 包 含 一 个 具有 负 实 部 的 点 (这 个 点 不 一 定 是 孤立 的 ) ， 且 下 在 0 
点 处 确实 是 非 线性 的 ， 那 么 就 可 以 得 到 下 面 的 非 稳定 性 结论 ，. 


ui)la < 
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定理 7.5.8 ( 解 的 非 稳 定性 ) 假设 存在 xz e o(4) 满足 Rez < 0, mo = co. 若 存 
在 6, 0, M > 0, 使 得 当 we X? 是 |lulla。<5 时 ， 有 


ue FG < Mullite, vt>0. (7.22) 

则 存在 c > 0, 使 得 对 任意 > 0, 均 存 在 ve S(m) 满足 

u(0) € 1 D(A"), llu(0)lla <&, 

n=1 
并 且 对 某 个 t GE (0, 70), 有 
u(t)lla > c. 
证 明 定义 0o= 一 inf Reé& >0. 选取 入 和 满足 
étéEo(A) 
0<y<z0<A, L(1+0)>A. 


由 定理 7.1.9 知 
(A—a)*e |< Mt ee, vt>0. (7.23) 


根据 的 选取 ， 存在 & € o(4), 使 得 Re < 一. 所 以 由 推论 3.2.3 知 , 存在 zl e XX， 
使 得 sup eAtzillae- 尼 = oo. 定义 
rz2=(A-a) ez, z=|z2la'z2 € Ni D(A"), 
alt)= |le Atzllae tt, pb 的 = sup a(s). 
Os<t 

第 一 个 式 子 的 合理 性 由 定理 3.3.12 保证 ， 则 a(t) 连续 ， sup a(t) = co, a(0)=1 且 
le-4tzlla = a(t)ert. 取 ce (0, 6/3), 使 得 

M2 := 3M Mi(3c)T(1 — oa)lp(1+0)— A 1!<1. (7.24) 


对 给 定 的 < > 0, 取 to >0 满足 ea(to)erto > 2c. 记 妇 > 0 是 满足 a(t1) = 1++b(to) 
的 最 小 者 . 则 


ti>to, a(lt1i)= b(t1), f a(t) < alti), vt € [0,t1). 


选取 so > 0, 满足 eoa(ti)er*!+ =2c, 则 eo <e 自 60 < 2c< 26/3. 
由 定理 7.5.6 知 ， 存 在 最 大 的 时 间 mm 以 及 wu es(m) 满足 u(0) = soz. 注意 到 
wu(0)lla = so < es, 因此 根据 解 关于 初 值 的 连续 性 可 推出 ， 存 在 7* e (0, 70), 使 得 


ula < Seoblt)er, vtelo,r] 
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设 nn 是 这 些 7* 中 的 最 大 者 . 因为 对 所 有 te [0,n) mn [0, 妈 ], 有 
uta < eob(t)er < < Feob(ti)et = a 5eoa(bjere = = (7.25) 
所 以 由 (7.22) 式 和 (7.23) 式 知 
Wa 

< MMI [ ¢ 一 se lu(s)lit ?ds 

< MMi [ 和 人 (3eoplajee) ds 

< MM (3 eoblt)) 他 一 s)-oe*(t—s)er(1+0)sds 

< Ma(3 open FE_aUt+b- Ni 
3eoMM1b(t)er(3)°T (1 _amUwd+b Ne-! 
eoMab(t)e, Vt € [0,n) nN [0,t]. (7.26) 


由 于 
le Atwu(0)||a a |leoe™ tzlla = e0a(t)ert < eob(t)er!, 
因此 由 (7.17) 式 推 知 
lw 人 bl 和 (I+ M2/2)eob(t)e!:, vtel[0,n)n lo,tl. (7.27) 
假设 部 乞 己 . 那么 利用 解 的 连续 性 并 注意 到 Ma < 1 以 及 克 的 定义 , 我 们 有 T= no. 
另 一 方面 ， 由 (7.25) 式 和 (7.22) 式 推 知 ， 王 在 [0,m) 上 有 界 ， 并 且 习 远离 © 的 边 


界 . 这 与 定理 7.5.6 的 结论 矛盾 . 因此 ， 7m > 慷 . 从 而 由 (7.27) 式 和 nn 的 定义 推 
出 ， n> 妇 . 由 构造 过 程 知 ， le-42w(0)ll。 = 2c. 再 由 (7.17) 式 和 (7.26) 式 得 


1 
2c < llult)lla + 3e0b(t)e = llu(ti)lla 十 


故 lu(ti)l|a > < 
87.6 正 则 人 性 
本 节 假 设 4 是 Banach 空间 X 中 的 扇形 算 子 . 在 7.5 节 中 ， 我 们 讨论 了 问题 


(7.16) 的 解 关 于 初 值 的 连续 依赖 性 以 及 解 的 导数 关于 时 间 t 的 Hilder 连续 性 ( 参 
见 定理 7.5.1 和 定理 7.5.5). 本 节 进 一 步 讨 论 问题 (7.16) 的 解 的 性 质 . 
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7.6.1 ” 紧 性 结果 


定理 7.6.1 设 0<a<1,4-1 存在 且 是 紧 的 ， 并 且 对 于 任意 有 界 闭 集 B C 
X*(0<a<1), 和 集合 F(R+ x 8) 在 XX 中 有 界 . 假定 w(t;to,uo) 是 问题 


| w(t) + Au(t) = F(t, u(t)), t > to, 


u(to) = uo € X° 


(7.28) 


的 唯一 解 . 如 果 上 的 函数 ||u(t;to,wuo)|a 在 (如 ,co) 内 有 界 , 那么 集合 {ult; to, vo) 上 >to 
在 X* 中 是 紧 的 . 

证 明 不 失 一 般 性 ， 假 设 存 在 5 > 0, 使 得 Re 入 > 6 对 所 有 入 e c(4) 成 立 . 
因为 算 子 4-! 是 紧 的 ， 所 以 对 任意 0< a <6<1, 算 子 4 4 = A-W8-% 是 紧 的 
(其 证 明 留 作 习 题 ). 利用 A* = A*-848 可 推出 ， X83 C Xe", 并 且 此 包含 关系 是 紧 
的 . 为 了 证 明 所 需 的 结论 ， 只 需 证 明和 集合 {u(t;to, wo) 上 ztot1 有 界 . 

事实 上 ， 由 假设 条 件 知 ， 存 在 正常 数 C, 使 得 


ta to, uo))|| < C， Vt>to. 
于 是 由 定理 7.5.1 和 定理 7.1.9 知 ， 对 任意 +>to 十 1, 有 
||ult; to, uo)lle < 142 eT) lluolla + | 144e | |F(s, us))llds 
< C(t—to) (8-West-to)volla+C fe — s) Bes(t-s)ds 
<M. " 


定理 得 证 . 
注 7.6.1 若 存 在 ae 以 , 使 得 Re 和 > a 对 任意 入 e c(4) 成 立 ， 则 有 Rec(4-- 
a) > 0. 令 所 (t,w) = F(t,w) -au 并 用 下 面 的 问题 替代 问题 (7.28) : 


w(t) + (A— a)u(t) = F(t,u(t)), t> 加 ， 
u(0) = vo € X%. 


注意 到 llaul| = 4-*A*aul| < Mllaulla, 于 是 易 知 ， 天 与 开具 有 相同 的 性 质 ， 因 
此 ， 我 们 可 以 得 到 与 定理 7.6.1 完全 相同 的 结论 . 


7.6.2” 解 关于 参数 的 连续 依赖 性 和 可 微 性 
考察 下 面 的 抽象 初 值 问题 : 
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w(t) + unAu = Fn(t, u), t>to, n= 1, 2, ey 
(7.29) 
u(to) = zn 
和 
w(t) + uoAu = Folt,u), t> to, 
(7.30) 
v(to) 一 XL0. 


记 un(t) 和 wolt) 分 别 是 上 述 问题 的 解 . 假设 当 一 co 时 ， 有 
F(t,u) =o Polt,u), Hn Lo, Tn 一 20. 


我 们 想 知 道 ， 当 n 一 co 时 ， 是 否 有 un(t) 一 uo(t) ? 
定理 7.6.2 假设 
(1)0<a<1UcRxXe 是 开 集 . F(t,u):U 一 X, 并 且 FF(n=0,1,2,:…) 
关于 v 局 部 Lipschitz 连续 ， 关 于 t 局 部 Holder 连续 . 此外， 对 任意 (t,u) EU, 在 
(t,u) 的 邻 域 内 一 致 地 有 
lim F(t,u) = Folt, u). 


(2) (to, zn) EU, 并 且 当 nn 一 00 时 ，||zn 一 zolla 一 0，Jn 一 jo0>0. 

(3) uolt) 是 问题 (7.30) 的 极 大 定义 解 ， 其 存在 区 间 为 [to, to + 70). 
则 对 任意 妇 € (to, to 十 70), 当 n> 1 时, 问题 (7.29) 的 解 un(t) 在 [to,t*] 上 存在 ， 
并 且 在 [to, to 十 70) 的 紧 子 区 间 上 一 致 地 成 立 


Jlim, lu 的 -ale=0 
证 明 不 失 一 般 性 , 假设 如 = 0, zo = 0, po =1 且 3 < Jn <2. 进一步 , 若 令 
vn (t) 二 unlt) uo(Lnt), 则 问题 (7.29) 变 为 如 下 问题 : 
vn(t) + pn Avn(t) = Fn(t, vn(t) + uo(pnt)) — pnFo(pnt, vo(pnt)) := F(t, vn), 
vn(0) = Tn ~ Xo0 = Tn. 


显然 , 在 [0,m) 在 上 ， 名 (t,0) = vo(t) = 0. 因此 对 于 问题 (7.30), 还 可 以 假设 
本 (t,0) = wolt) = 0 在 [0,7) 在 上 成 立 . 

注意 到 ， 对 任意 苹 e (0,70), [0,#*] x {0} 是 2 的 紧 子 集 ， 所 以 存在 正常 数 5 和 
卫 , 使 得 


Folt,w) — Folt, | < Lllu — vlla, VO tg, ullo, lolle < 和， 
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并 且 当 nn 一 00 时，|] 玉 (t,w) 一 Fo(t,w) 省 一 0 关于 0<t<t 和 jlw(t)a < 6 一 致 成 
立 ， 由 此 推出 ， 当 n 充分 大 时 ， 对 于 0 < tt 和 wl)a < 6, Fn(t,w) 有 界 . 

现在 证 明 ， 当 n 充分 大 时 ， un(t) 在 [0,t*] 上 存在 . 事实 上 ， 因 为 当 m” 一 co 
时 ，|wn(0)|。 = za|le 一 0, 所 以 存在 Ni > 1, 使 得 当 n > Ni 时 , 有 un(0)||a < 4. 
定义 


tn = sup{t € [0,t*]: llun(s)lla <6, VO<s<g<t}>0, nzN. 
由 定理 7.1.9 知 
tn 
ln lin) la < love sranla + | fo ered (sums) = Polesun (elas| 
0 CQ 
tn 
+|/ em) A Fo(s, un(s))qs|| 
0 CC 
tn 
< Me anlla + Clnpa® (tn —s) eee tn ds 
0 
tn 
+LOpa® 三 人 -ee uns)lads 
0 
tn 
< Gillenla + I) + C2 人 do 一 sos(alleds 
0 


其 中 
I, = sup{|Fa(t,u) — Folt, wo) : Og<t gt, ulla < 56}. 


利用 Gronwall 引 理 ( 引 理 4.1.1) 可 得 
unltr)lla < Clllznllat+1),, nzN, (7.31) 


其 中 常数 C 不 依赖 于 n. 因为 jznlla 一 0, 并 且 在 [0,#*] x {lvlla < 56} 上 一 致 地 有 
上 i(t, 4) 一 Fo(t,w) 咱 一 0 (这 也 说 明王 一 0), 所 以 由 (7.31) 式 知 ， 存 在 入 > Ni, 使 
得 lun(tn) < 6 对 所 有 > N 成 立 . 根据 如 的 定义 可 推出 ， 如 = 嫌 . 于 是 当 郊 
充分 大 时 ， 在 [0,t*] 上 un(t) 存在 ， 并 且 一 致 地 成 立 jlun(t)a 一 0. 

接 下 来 阐述 解 关 于 初 值 和 参数 的 可 微 性 ， 结 论 的 证 明 可 参阅 文献 [9](64 页 的 
定理 3.4.4). 

定理 7.6.3 设 0<a<1, 开 和 集 U CRxX?°,Y 是 Banach 空间 , 上 且 ACY 是 
开 集 ， 进一步 假定 

(1) :UxA 一 XX, 并 且 DsF 和 DF 都 在 U x A 中 连续 ， 五 关于 tt 局 部 
Holder 连续 ; 
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(2) 对 于 4> 0, 入 EA, (7,é&) EU, 记 w(t) = v(t; 7,é, 入 ,4) 是 下 述 问题 的 极 大 
定义 解 : 


| u(t) + nAu(t) = F(t,u, MN, t>7, 
u(T) = &. 


则 函数 
(é, MA, 4) €E X° x Ax Rt lt;7, ,MH) EX 


是 可 微 的， 并 且 在 ult) 的 存在 区 间 上 ， 其 导 函 数 


h(t) = Deu(t), v(t) = DAu(t), w(t) = Duult) 


分 别 是 以 下 问题 的 适度 解 : 
W(t) + Ah = DuF(t, u(t), Nh, t>7, 
v(t) + pAv = DuF(t, u(t), Nv + DAF(t, ult), AN, t>7, 
| v(7) = 0, 


| wt) + LAw = DuF(t, v(t), Nw — Ault), t>7, 
w(7T) = 0. 


此 外 , 若 函 数 (t,4u) » DuF 和 函数 (t,w) 呈 DAF 都 在 U 中 Holder 连续 , 则 h(t), v() 
和 w(t) 都 是 古典 解 . 


7.6.3 ”微分 方程 的 光滑 作用 


在 7.5 节 中 我 们 看 到 , 对 任意 初 值 vo e X* (0 < a < 1), 问题 (7.16) 的 解 u(t) € 
D(4) = X1. 本 节 将 证 明 ， 如 果 初 值 wo e X", 那么 对 任意 0<7<1,w(t)eX" 并 
且 是 H5lder 连续 的 ， 下面 的 定理 改进 了 定理 7.5.1 的 结论 (1) . 

定理 7.6.4 设 0<a<1, 开 集 U CRxX*,F: WU 一 XX 局 部 Lipschitz 连 
续 ， 假 定 (to, uo) eZ, 并且 % 是 问题 (7.16) 在 [to, 与 ] 上 的 解 . 则 对 任意 0 < < 1 
函数 岂 仙 : (to,t1] 一 X" 局 部 H5lder 连续 . 

证 明 不 失 一 般 性 ， 假 设 ReA > 0 对 所 有 Xe c(4) 成 立 ， 即 与 算 子 4 对 应 
的 a = 0. 因为 u(t) 满足 


t 
u(t) = e-(t-to)Ano + 人 u(s))ds, (7.32) 
to 
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所 以 由 定理 7.5.1 的 证 明知 , we C1-8([a,b], XP) 对 所 有 如 <a<b 和 二 和 Be(0,1) 
成 立 ， 特 别 地 ， 若 取 6 = a, 并 记 f(s) = F(s,w(s)), 则 对 任意 to < s < 上 ts 和 与 ,了 满 
足 


[f(t) — fF(N < Lollt — s| + lw(t) — wu(s))a) (7.33) 
< Lo(llt—s|+Lilt— sl °) < Llt— sl ®, 


这 里 的 工 依赖 于 s 和 上 十 如 果 如 <T<t<t+h<g< 妇 ,那么 由 (7.32) 式 得 
u(t+h)— u(t) = {ett+h-7)A— et )A}(7) 
t+h t 
+/ e- (tth-s)Af(s)ds -|/ e-(t-s)Af(s)ds 
x Ne 
= (eh4 — IT)e (i 7)Av(7) 十 / e-(tth-s)Af(s)ds 


t 
十 et-s4[j(s 十 四 一 js)]ds 
:一 厂 十 1 十 173. (7.34) 


对 任意 a < 8 < 1 利用 定理 719 及 (e- -Du = / “4e-sau(rjds 可 推出 

nla < Callheri-ee-e-na4eutrjl < Cahlt — 7)e—1e hull, 

ala < os {+h lf)ds < Ch(t — 7) 

lala < cs { =) + fC)las 
联 立 以 上 估计 ， 并 利用 (7.33) 式 和 (7.34) 式 可 得 

C+) = FOON < hE FAM 7) lu lg + (7)-9) 
ra { (9s+h) -fas 
从 而 由 Gronwall 引 理 (定理 7.4.2) 知 
FC) — FON < RMolGt 7) le + 7) 


另 一 方面 ， 定 理 7.3.3 说 明 ， 对 任意 r < 1, 函数 v(t) := e- (94f(s)ds 满 
是 vw€E Cr-"((to,t1], 六"), 其 中 7 < jp < 1 类似 于 对 || 卫 | 的 估计 ， 可 推出 函数 
Ae-(t-to)Azx : (to,t1] 一 XX" 局 部 H6lder 连续 . 所以， 函数 w(t) 局 部 Holder 连续 . 
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87.7 ”抛物 型 方程 的 实例 


设 Qc R3 是 有 界 区 域 ， 且 具有 光滑 边界 9Q. 假定 aij(z) = aii(z) 是 连续 的 实 
值 函 数 ， 


4(z,D) = 一 >》， Di (Qij (2)Oz; ) 


fl 
是 强 椭圆 算 子 ， 考 察 下 面 的 拟 线 性 抛物 型 方程 : 
uit A(z, D)u= f(t,z,u,Vu), TEQN,t>0, 
ult, £) = 0, rz € 00,t>0, (7.35) 
u(0, 7) = uo(7), rEeEQ. 

本 节 总 假设 f(t,z,u,p) (其 中 pe R3) 关于 所 有 变 元 都 是 Lipschitz 连续 的 ， 且 
存在 关于 > 单 增 的 连续 函数 p(tr) : 取 x 玉 一 了 +, 以 及 常数 o : 1<c < 3, 使 得 对 
任意 tt1,t2 E RR+, zx € 0, vu,v ER 以 及 p,q ER3, 有 

|f (t,x, u, p)| < plt, |ul)(1 + lpl®), 
If(t,z, up) — f(t, 7,u,q)| < plt, ul)(1 + Ip" + ll )lp — ql, 
[f(t, ,4,p) — f(t, ,v0,p)| < plt, lul + |v))(1 + lpl’)lu — ol, 


|f (ti1, x, vu, p) > f(t2,7, u,p)| < p(t1 + 2， lul)(1 十 [pl® )|t t2|. 


(7.36) 


取 久 =L2(Q), 并 定义 
Au = A(z, Dju, D(A) = H?(N) nN HIN). 


则 -4 是 (9) 中 某 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 , 且 Rec(4) > 0. 令 X*= D(A4?)， 
其 中 0 和 as 和 l. 若 


max{3/4, (50 —3)/(40)} <a <1, 0&v < (4a- 3)/2, 


则 有 
Xe WY (Q) NC (YN), 


并 且 上 述 嵌 入 是 连续 的 ， 下面 假设 a > 3/4. 
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把 问题 (7.35) 改写 成 中 的 抽象 初 值 问题 : 


| w(t) + Au(lt) = F(t,u(t)), t>0, 
(7.37) 
wu(0) 一 Vo， 


其 中 F(t, w(t))(z) = f(t, 2, u(t, 2), Vult, 2)). 
引 理 7.7.1 下: R+ x Xo 一 X, 并 且 具 有 以 下 性 质 : 
(1) 对 任意 固定 的 t+>0, 下 把 X* 中 的 有 界 集 映 成 X 中 的 有 界 集 ; 
(2) 了 局 部 Lipschitz 连续 . 
证 明 (1) 利用 条 件 (7.36) 和 Minkowski 不 等 式 ， 可 得 


IF(t,w)lls < Cplt, ullo) (IQPS? Vollg) < Cellullo(+llwl2，YuweXe， 
其 中 :lo = 浊 ' jj. 这 说 明 ， 五 : R+ x Xe 一 久 , 并 且 结 论 (1) 成 立 . 
(2) 设 (ti,w1), (tz,u2) E RR+ x Xa, 由 条 件 (7.36) 知 
[F(ti, wi)(7) — F(t2, v2)(7)| 
< |f(ti, zu1, Vu) — flt2, 7, U1, Vu)| + |f (to, 3, ui, Vu) — f(t2, 2, U2, Vui)| 
+|f(t2, x, 12, Vu1) — f(t2, 1, U2, Vu2)| 
和 plti+t2, hal)(l + |Yul lt ~ to + pltz, lil + uD) (1 + |Vul®)lu ~ v2 
+p(tz, |u2))(1 + |Vul™ + |Yu2] 7 )|Y (1 — v2)}. 
因为 
f+ Ivf -wpas < C1 + ulls) le 一 we 


/ (1 十 [vuil2” 十 [Yuz|2° ?2)|Y (un 二 v2)|2dz 
0 


< C2 (/ [Vu — wde) l { (/ ivulaz) + (/ |vuPraa) 和 i 
0 0 0 
所 以 


F(t1,w1) — F(t2,u2)ll2 < Cplti + t2, ullo)(1 + lullt,20)lti — to| 
+Cplt2, lluillo + lwzllo) (1 + lwill? .20) ll — v2llo 
+Cp(tz, ||uzllo) (1 + lw)? 22 + lela2) 1 — wll1,20 


< M(lti — t2| + lw — vzlla), 
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这 里 的 常数 M 仅 依 赖 于 王 , 刀 ,walle 和 lwzjla. 由 上 式 可 知 ， 结 论 (2) 成 立 . 

根据 定理 7.5.6 ， 对 任意 给 定 的 wo e X", 问题 (7.37) 有 唯一 极 大 定义 解 we 
S(m), 满足 : 或 者 m = oo, 或 者 mm < oo 且 w(t) = oo， 

接 下 来 证 明 , 这 个 极 大 定义 解 u(t, z) 是 问题 (7.35) 的 古典 解 . 事实 上 ， 对 任意 
0 < 上 < m, 因为 vb ED(4) 一 C(00), 所 以 由 定理 7.6.4 知 ,函数 上 一 EX 是 局 
部 H5lder 连续 的 . 于 是 函数 u(t,z) 和 函数 wi(t,7z) 在 (0,m) x 上 都 是 连续 的 . 由 
于 对 任意 0 <t< 7 有 Yu(be D(4), 因此 当 q =2,pl=6/(3-2)=6 时 ，Vue 
Wb (90) -FTp(Q). 从 而 hu = Fu)-uwe Lpa/e(Q). 这 说 明 u 人 be W215/?(Q) 
且 Vu e Wi2(0) 一 Zez(O), 其 中 gq2 = pi1/o = 6/o > 2,pa = 3g2/(3 一 92). 重复 
上 述 分 析 过 程 ， 可 以 推出 Vu e WL (0), 这 里 的 gn 满足 1/gqn = o(1/qn-1 一 1/3). 
由 1<o<3 知 ， 存 在 n> 1, 使 得 g > 3. 从 而 Vu EeE Wb4r(Q) 一 C7(0). 这 说 
明 ，F(t,u(:,t)) 在 上 Halder 连续 . 于 是 由 a > 3/4 和 wi(',t)€ X° 一 C7(00) 可 
推 知 ，Au = F(t,u) 一 ut 在 人 上 也 是 H6lder 连续 的 . 根据 椭圆 型 方程 的 正则 性 理 
论 ， 存 在 5 > 0, 使 得 u(,t) € C21s(Q). 这 表明 ， 函 数 (t,x) 忆 u(t,z) 关于 t>0 一 
次 连续 可 微 ， 关 于 ze 9 二 次 连续 可 微 ， 所 以 ，%v 是 古典 解 . 


习 题 七 


7.1 设 -4 是 Banach 空间 X 上 的 Co 半 群 Q(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， A e B(X), 和 Ee 
R, a € [0, 1), z € D(A®). 证 明 


,lim t °||z —e*tQ(t)z|| = 0. 
7.2 设 4,X 同 上 ，a>>0. 证明 
Jim 入 (4 二 和) “z=7, vzE€EX. 
7.3” 设 A, 久 同上 ，a<B<Y. 证 明 存在 正常 数 C, 使 得 
142zl < ClAYz)E- OANA v rE D(A”). 
7.4 ”假设 4 是 肩 性 算 子 ， Rec(4) > 0. 试 证 明 ， 对 任意 0<a1,zeX, 有 
im tAe “zl =0. 


7.5” 设 6> 0. 如 果 4-6 是 Hilbert 空间 上 的 m- 增生 算 子 ,证 明 对 所 有 a e [0,1], A* 一 6° 
也 是 m- 增生 算 子 . | 
7.6 取 X= 02(0,1), 在 匀 上 定义 线性 算 子 4: 


Au = 一 好 ， VuweD(4) := H?(0,1) nN Hi(0,1). 
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试 证 明 ， 

(1) D(A412) = 3(0,1), 且 14Y2?ul| = lw 对 所 有 we H3(0,1) 成 立 ; 

(2) 对 于 a > 1/4, 存在 正常 数 C, 使 得 ul 入 Cl|A*wl| 对 所 有 wu e D(A4”) 成 立 . 

7.7 ”假设 4 是 Banach 空间 X 中 的 扇形 算 子 ， 且 存在 6 > 0, 使 得 Re 入 > 6 对 所 有 
和 e c(4) 成 立 . 试 证 明 ， 对 任意 0& a < 6 < 1 4c-4 = A-6-% 是 紧 的 . 

7.8 ”假设 4 是 扇 性 算 子 ， Reo(A) > 0. 证 明 下 面 的 条 件 等 价 : 

(1) 对 任意 a > 0, 算 子 4° 是 紧 的 ; 

(2) 4- 是 紧 的 ; 

(3) 对 于 任意 + > 0, 算 子 e-'* 是 紧 的 . 

7.9 设 A 是 Banach 空间 X 中 的 扇形 算 子 ，a e (0,1), 且 Re 和 >a 对 所 有 入 Eco(A4) 成 
立 . 证 明 对 每 一 个 uo € X, 存在 唯一 的 uw E C([0, co),X), 满足 u(0) = uo 及 


w(t) + Au(lt) = (A ~ a) “w(t), t>0. 
7.10 设 o€[1,3), 2 < gi <3. 定义 序列 qn: 


a 
dn dn—1 3 


试 证 明 : 存在 n, 使 得 gn > 3. 


第 八 章 ”Schrodinger 方程 
88.1 预备 知识 
记 
么 一 五 一 (O) 二 一 (Q,C)， Y= I?(0) 3 I?(0, ©), Ho (0) Ho (0, C). 
对 任意 给 定 的 ve 天, 应 用 Lax-Milgram 定理 可 以 证 明 ， 问 题 
iAput+pu=u, ZEUW， 
pu = 0, rE€ oN 
有 唯一 解 pu e HB (9). 我 们 如 下 定义 -1(Q) 上 的 内 积 
(U,V) -1 = (Pu, Pv)H-1 = Re | (vp, “ Vp, 十 puZo)dz， V u,v € X, 
再 按照 如 下 方式 定义 到 (9) 和 三 (9) 中 的 内 积 
(u,v)L2 = Re 上 uvdz, Vv u,v € L2(0), 
9 
(u,v H! = (U,V)L2 + (Vu, VV) L2, Vv u,v € Hi(N). 


那么 ，H-1(Q), [2(Q) 和 砚 (Q) 都 是 Hilbert 空间 ,为 了 书写 方便 ,我 们 将 略 去 内 
积 符号 (u, V)H-1) (u, VU)L2 和 (u, U) 1 中 的 下 角 标 ， 简 记 为 (u, v). 
分 别 在 空间 XX 和 了 中 考察 算 子 4 和 B: 


D(4) = 而 (Q)，4v = -iAv， vueD(A). 
D(B)= {ue HI(M): AveY}, Bu=-iAu, VueD(B). 


由 定理 3.2.10, 定理 2.5.17 和 定理 2.5.15 知 ， 一 4 和 一 B 分别 生 成 等 距 群 {Q(t)}ter 
和 {S(t)]teR. 因为 G(B) Cc G(4), 我 们 有 

引 理 8.1.1 当 wo EY 时， Q(t)uo = S(t)uo 成 立 . 

证 明 ” 先 设 wo es D(B). 记 u(t) = S(t)juo， 由 定理 3.2.1 的 结论 (4) 知 ， 
vb e D(B) c D(4)， 字 存在 并 且 成 立 Se = -Bu(t) = -4u(b), 再 利用 定理 3.2.1 
的 结论 (7), 又 有 w(t) = Q(t)uo. 故 Q(t)juo = S(t)juo. 根据 定理 2.5.15, D(B) 在 Y 
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中 是 稠 的 ， 取 Un0 € D(B) 使 得 在 Y 中 Un0 一 0， 那么 Q(t)uno = S(t)uno; 并 且 在 
对 中 也 有 uno 一 uo. 应 用 定理 3.2.1 的 结论 (1), 我 们 有 
IQ (uno — uo)lx < Me luno — uollx — 0, 
S(t) (uno — uo)lly < M'e-® tluno — volly 一 0. 
由 此 知 X Y 
Qt)uo -二 Qt)uno = Su ——» S(t)uo, 


故 Q(t)uo 一 S(t)uo. 证 毕 . 
我 们 先 讨论 等 距 群 {Q(t)}ser 的 性 质 . 
定理 8.1.2 设 uo € HG(Q), 并 记 w(t) = Q(tjuo. 那么 炎 是 问题 


u € C(R, Hi(Q)) NCR, H-1(0)), 


it 十 Av =0, teR, 


u(0) = wo 
的 唯一 解 . 同时 还 有 
[ ee 上 luol?dz, vteR, (8.1) 
0 0 
|vaubl2dz = [ [vuol?dz, vteR. (8.2) 
0 0 


此 外 , 若 Auo e L2(Q0), 那么 we C1(R,L2(0)), 并 且 Au e C(R,Z2(D)). 

证 明 第 一 个 结论 可 由 定理 3.2.10 直接 推出 ， 又 因为 wo < Y, 所 以 u(t) = 
S(t)uo. 于 是 llu(blla = lw(9lr = llwolly = jhwollz. 等 式 (8.1) 成 立 . 

利用 定理 3.2.1 的 性 质 (4) 知 


JAu@ x = 1 Auolx = lAvollx, vteR. (8.3) 
因为 4 是 斜 共 邹 算 子 ， 易 证 对 于 ve HI(Q), 成 立 
Aol = |(-iAv+) — v= [ vol2dz + / vl?dz — IIvll%. (8.4) 
0 0 


由 于 lu 人 (bx = llwol|x, Yt € 及 , 因此 在 (8.4) 式 中 分 别 取 v= w(t) 和 w= wo, 再 利 
用 (8.1) 式 和 (8.3) 式 就 可 推出 (8.2) 式 . 

如 果 Auo e 52(Q), 那么 wo e D(B), 并 且 w(t) = S(tjuo， 从 而 由 定理 3.2.10 
知 ， 定 理 的 最 后 一 个 结论 成 立 ， 证 毕 . 
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定理 8.1.3 (Riesz-Thorin 插值 定理 [3]) 记 L?(U,dy) 是 UU 上 具有 测度 dp 的 
2 次 可 积 函 数 空间 . 假设 po 关 p1, go 关 q1, 并 且 算 子 了 具有 性 质 : 
T € C(Lzo(U dp), Le (Vdv)), 


Te CPU dp), L(V, dv)), 


其 算 子 范 数 分 别 为 Mo 和 Mi. 则 对 于 任何 满足 


1 1-6 8 1-0 9 
Ge 
p po D1 q do d1 


的 0 和 2,q, 有 
TE€L(LI?(U, dm dv)), 


并 且 其 算 子 范 数 M < M0“M?. 
定理 8.1.4 设 pe [2,o0],t 闫 0， 那么 Q(t) 可 以 延 拓 成 属于 L(L? (RN)， 
LP(RN)) 的 算 子 ， 此 外， 还 有 


Il@Glecr py < (Arlt) "372 Yt 天 0 
证 明 令 weS(RN). 通过 

Fu = eltFlp)(e),  €eR",teR (8.5) 
定义 了 一 个 函数 vb e C”(R,S(RN)). 那么 对 所 有 te 到, 成 立 

i Fu)E) — EPFIu(OE) = 0，  € ER™. 
对 上 式 施行 Fourier 逆 变 换 ， 就 有 

iw+Au=0, étéeR",teR. 
由 定理 8.1.2 知 ，w(t) = Q(t)p, Vt e RR. 因为 
Flleilélt] (ys) = (4nt)-N/2e HM := KA)(z), zeRN,t@#0, 

由 (8.5) 式 推 知 ，w(t) = K(t) * yp, t 关 0. 于 是 


le@(Dellw < (hrt) lo， VYt 关 0 ve S(R™). 
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因此 ,可 以 把 Q(t) 延 拓 成 属于 CL(L1(RN), Zee(RN)) 的 算 子 ,还 保持 ||Q(t)|ecri,L~) < 
(47lt])-N/2 的 性 质 ， 进一步 还 有 ， Q(t) €E C(I2(RN), [2(RN)), Q(t lle, za) = 1. 
再 利用 Riesz-Thorin 插值 定理 ， 就 可 以 推出 所 要 的 结论 ， 证 上 毕 . 

以 下 ， 我 们 不 区 别 {Q(t)}jzer 和 {S(t)}en, 都 用 同一 个 符号 {Q(t)}zer 表示 . 
给 定 函 数 uo e Ho(Q), 以 及 局 部 Lipschitz 连续 函数 g : HO(Q) 一 H-1(Q). 本 章 的 
目的 是 求解 


u € C([0,T], He (0)) NC (0,T), H™ (0)), (8.6) 
ivut + Au + g(u) = 0, t € [0,7]， (8.7) 
u(0) 一 Uo. (8.8) 


利用 定理 3.5.1 和 定理 4.2.7, 我 们 有 
定理 8.1.5 设 T > 0,wvo € (0),u € C([0,Tl, 琴 (0))， 那 么 尺 是 问题 
(8.6)~(8.8) 的 解 ， 当 且 仪 当 满足 


a [ Q(t— sjglu(s))ds, te [0,T]. (8.9) 


利用 推论 3.5.6, 可 以 证 明 
定理 8.1.6 设 T>0,woe (0), ue L%((0,T), 本 (0)). 那么 wu 是 问题 (8.9) 
的 解 ， 当 且 仅 当 % 是 问题 


vu EL™((0,T), HiQ) NWY™(0,T), HT1(O)), 
iwi + Av + g(u) = 0, a. e. t € [0,7]， (8.10) 
u(0) = uo (8.11) 
的 解 . 
注 8.1.1 如 果 对 于 了 > 0, 问题 (8.6)~(8.8) 有 解 ， 那 么 对 于 人 < 0, 问题 
(8.6)~(8.8) 也 有 解 . 特别 当 9 满足 某 种 对 称 条 件 时 ， 此 结论 是 显然 的 ， 比 如 , 知 9 


满足 g(a) = g(w), 那么 v(t) = w(t) 在 [0,T] 上 满足 方程 (8.7) 当 且 仅 当 .在 [7,0] 
上 满足 方程 (8.7). 


88.2 一 个 一 般 性 结论 


假设 9 : R+ 一 R+ 是 整体 Lipschitz 连续 的 ， g(0) = 0. 按 如 下 方式 把 9 延 拓 
到 整个 复 平面 上 : 
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儿 
jz 


这 样 ， 通 过 9 就 定义 了 一 个 从 (9) 到 I?(9) 的 映射 ， 仍 记 为 9 : 


g(z) = —g(|z|), VzEC,z#0. . (8.12) 
go) =9(0(®), Vve 12(0), as (8.13) 
并 且 g 在 (QV) 上 是 Lipschitz 连续 的 .定义 
|z| 
er Ee 上 jl Ye (8.14) 
0 
并 记 
V(v) = -|/ G(v(7))dz, vv eL2(0). (8.15) 
9 
类 似 于 定理 6.3.2 的 证 明 ， 我 们 有 Te C7(L2(Q), 民 ), 并 且 成 立 
V'(v) = ~g(v), vv e120). (8.16) 
最 后 ， 定 义 泛 函 E € C1(Hi(0),R) : 
E(v) = 5 [ Ivul2daz+Ylw， vve Hi(0), (8.17) 
9 
那么 
(EF'(v), p) = Re 上 Vu.Vopdz 一 Re / gu)5dz， vp € Hi(0). (8.18) 
qQ 9 


定理 8.2.1 设 wo € 2(Q). 那么 唯一 存在 ve C(l0, co),Z2(9)), 使 得 对 任意 
T < oo0, v 是 问题 (8.9) 的 解 ， 同 时 成 立 


ja(bll2 = luolla, vtz0. (8.19) 
进一步 , 车 wo € H3(Q), 则 we C(0,00), 3(9))n Ci(I0,o0), HH (0)), 且 有 
E(ult)) = E(uo), vt>0. (8.20) 
更 进一步 ， 如 果 又 有 Auo e [2(Q), 那么 
Au e C(0,oo),Z2(Q))， vecCl(0co), Zn)). 


为 证 此 定理 ， 先 证 下 面 的 引 理 . 
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引 理 8.2.2 设 T> 90,we Cc(l0,7T],D(B)) NC (0,T), LO0)), J Yul e 
C1([0, 了 7]), 且 成 立 


Fl vu = =2(Au(D), ul)), vtelo,7) 


证 明 如果 we C1([0,7T], D(B)), 那么 结论 是 显然 的 . 对 于 一 般 的 wu, 利用 笛 
密 性 可 知 结论 成 立 (可 以 仿照 定理 6.2.1 的 证 明 ). 

下 面 分 七 步 证 明定 理 8.2.1. 

第 一 步 ”假设 wo€ ?2(0). 因为 9 是 整体 Lipschitz 连续 的 ， 所 以 由 定理 4.1.2 
知 ， 唯 一 存在 u€ C([0, co), 到 (9)), 使 得 对 任意 了 < oo, wv 是 问题 


A | JE | glu(s))ds, vte[0,T7] 


的 解 . 因为 g(w(s)) e L1([0, T,X), 所 以 由 定理 3.5.3 知 ，%w 是 问题 (8.9) 的 解 . 

第 二 步 ”如 果 wo < D(A4), 那么 由 定理 4.2.7 得 解 的 正则 性 ， 并 且 对 任意 了 < 
oo, 在 和 = 互 -9) 中 % 满足 方程 (8.7)， 同 理 可 知 ， 如 果 wo € D(B), 则 we 
C([0, 00), D(B)) Nn C1([0,o00), L2(Q)), 并 且 在 了 = LI2(Q) 中 履 满 足 方程 (8.7). 

第 三 步 ” 证 明 守 恒 式 (8.19). 如 果 wo e D(B), 那么 在 到 (9) 中 用 v 与 方程 
(8.7) 作 内 积 得 
OE = (it = (iAu(t), u(t)) + (ig(u(t)), u(t)). 
因为 


(iAw,w) = Re 上 iAwwdz = -Re 上 ijVw|*dz = 0， v we D(B), 
9 Q 


(ig(w), w) Re 上 ig(w)wdz = Re / ig(|w|)|wldz = 0， Vv w € L2(0), 
9 9 
所 以 
1 d 
> utd) =0. 


因此 ，(8.19) 式 成 立 . 对 于 uo e L?(Q) 的 情况 ,利用 稠密 性 及 定理 4.2.4 知 ， (8.19) 
式 仍然 成 立 . 

第 四 步 ” 证明 当 wo e D(B) 时 ,守恒 式 (8.20) 成 立 . 在 L2(Q) 中 用 wi 与 方程 
(8.7) 作 内 积 ， 得 


0= ne / ilul?dz = (iw, ut) = —(Au, ue) — (g(u), us), t>0. 
9 
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类 似 于 推论 6.3.6 的 证 明 ， 易 证 
SV(ult)) ee [ ol de eo 
0 
再 利用 引 理 8.2.2 得 
0= 二 E 人 wbP+ vewGg)} = 所 BE(u() 


从 而 (8.20) 式 成 立 . 
第 五 步 ” 证明: 如 果 uo € 丽 (9), 那么 4: [0,o0) 一 Hi(Q) 弱 连 续 ， 且 成 立 


E(ult)) < E(u), vt>0. (8.22) 


事实 上 ， 存 在 uon e D(B), 使 得 在 (人 0) 申 uon 一 Uo. 令 un 是 方程 (8.7) 以 von 
为 初 值 的 解 . 因为 g 在 L?*(Q) 上 Lipschitz 连续 ， 所 以 由 (8.19) 式 和 (8.20) 式 知 ， 
un 在 Ze([0,7), H3(Q)) 中 有 界 . 利用 定理 4.2.4 知 


在 C([0, 了 Tj, 二 (0)) 中 ，wn 一 U( 当 n 一 00 时 ). (8.23) 


特别 地 ,对 于 任意 固定 的 te fo, 下 ,在 到 (9) 中 wn(t) 一 w(). 因为 nlt) 上 gco) 有 
界 ， 所 以 
在 (9) 中 ，wn(t) 一 u(t). (8.24) 


再 利用 命题 1.2.14 知 ， ve L%((0,T), HL(Q)). 又 因为 we C([0, 了 T, 2(Q)), 所 以 
u: [0,T] 一 > 砚 (Q) 弱 连 续 . 


根据 (8.24) 式 以 及 范 数 的 弱 下 半 连 续 性 ， ju(t)||pi(9) < im Hun lb): 因为 
un 满足 B(wun(t)) = E(won), 并 且 在 HO(Q) 中 won 一 uo, 所 以 由 (8.23) 式 知 ， 不 等 
式 (8.22) 成 立 ， 

第 六 步 ”证 明 当 wo e HB(0) 时 ， 守 恒 式 (8.20) 成 立 ， 对 于 se (0,o0), 令 


v(t) = u(s —), t € [0, s]. 


因为 算 子 4 生成 的 等 距 群 是 Q(t), 所 以 易 证 在 [0,s] 上 ，vwv 是 方程 (8.7) 以 (s) 
为 初 值 的 适度 解 . 于 是 ， 对 v 利用 (8.22) 式 知 


E(uo) = E(u(0)) = E(v(s)) < E(v(0)) = E(u(s)). (8.25) 


联 立 (8.22) 式 和 (8.25) 式 ， 就 推出 (8.20) 式 . 
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第 七 步 ”证明 : 若 wo € HG(9), 则 we C(I0,00), H3(0))nc([0,o0),H7(0)). 
事实 上 ， 因 为 g 在 L2(Q) 上 Lipschitz 连续 ， 针 = 五 -'(Q) 是 自 反 的 ， 所 以 由 定理 
4.2.7 知 ， 结 论 成 立 . 

注 8.2.1 在 定理 8.2.1 中 ， 要 求 g 整体 Lipschitz 连续 ， 这 是 一 个 非常 强 的 条 
件 . 


88.3 ”及 ”上 的 线性 Schr6dinger 方程 


设 Q = 了 RN,T > 0. 为 了 书写 方便 ， 下 面 我 们 分 别 用 三 , 互 , 互 ” 和 五 表示 
空间 L?(RN)，H!1(RN),H2(RN) 和 有 ~1(RN). 本 节 之 目的 是 利用 3.5 节 的 结果 来 
估计 非 齐 次 Schrodinger 方程 初 值 问题 

it 十 Av 十 三 = 0， 
vu(0) 三 Uo 


的 解 . 为 此 ， 我 们 定义 线性 算 子 更 , 亚 及 @i (te[07T]): 对 于 fe L((0,7T),H7)， 


全 


&j(t) = [ Q(t s)f(s)ds, vtel[0,7), 
TT 
vi(s)= | Qls -da vselo,T) 
Ge | Q(s—_ oflo)do, vselo,T). 
易 证 


®, Y, Qt € L(L (0,T), HY), C([0,T), HT)) NL(L (0, T), H'), C0, T), H')), 


见 引 理 3.5.2. 

定义 8.3.1 一 对 正 数 (p,q) 称 为 是 一 个 容许 对 ， 如 果 

2<9< 六 -5 (内 中 , 当 N=2 时 , 2< gqg<o0; 当 N=1 时 , 2< gq < co) 

(ii) 3 = N(5 要 2 

注 8.3.1 如 果 (p,q) 是 一 个 容许 对 ， 那 么 吾 ! 一 79, 并 且 H1 在 Za 中 是 秽 
的 ， 从而， Z? 一 HH-1. 于 是 

C(o, 下 HY) 一 (0 7,Z)， 
LI? ((0,T), LY) 一 Li((0,T), HT). 
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特别 地 
®, 更 , QO: e L(L? ((0,T), Za) C([0, T), H-1)). 


下 面 ， 我 们 简单 地 用 | | zzs 表示 范 数 co(00,7),5a)- 
注 8.3.2 如 果 (p,q) 是 一 个 容许 对 ， 那 么 对 于 ve L?((0,T), 59), 我 们 有 


T 
lull re = sup (I/ Re/ updzdt 
0 RN 


利用 截断 和 正则 化 方法 ， 还 可 以 证 明 


T 
laulu {| [ Ref updzdt 
0 RN 


本 节 的 主要 结论 是 

定理 8.3.1 设 (>, p) 是 一 个 容许 对 , f ELY ((0, 了 T), Lr? ). 那么 更 FEC([0, 旭 ,2)， 
并 且 对 任意 容许 对 (p,q), 有 Bj e L?((0,T), L9). 另外 ， 还 存在 仅 依赖 于 Y 和 op 的 
常数 C = C(Y,7p), 使 得 


: 9 ELP (0,T), 1), Iligr < | 


: eI7 (0,T), IInc(o T), HD), else | 


|®slzae < CO PDN, Vf Ee ((0,T),L?). (8.26) 


证 明 ”分 成 六 步 进行 论证 . 

第 一 步 ”证 明 对 所 有 的 容许 对 (p,q), 算 子 理 e L(L?'((0,T), L?), L?((0,T), 9))， 
且 范 数 仅 依赖 于 p. 事实 上 ， 由 稠密 性 ， 只 需 考虑 fe C([0,T], 5? ) 的 情形 .利用 
定理 8.1.4 推 知 ，Bj e C([0, 了 T, 59), 并 且 对 于 te [0, 了 TI, 成 立 


t 1 1 工 2 
|®yz(t)lla < c| It— sl- N37-a)|f(s)|yds < c| |t— s| ?lf(s)llads. 
0 0 
再 利用 Riesz 位 势 的 经 典 估计 就 得 到 
la < clylass， 


这 里 的 常数 C 仅 依赖 于 p. 

第 二 步 “” 类 似 可 证 ， 更 , @: € LA(L?((0,T), L?), LP((0, 了 T), 59)), 且 范 数 也 仅 依 
赖 于 p. 

第 三 步 ”证 明 对 所 有 的 容许 对 (p,q), 算 子 更 e CULP ((0,T),Z2 ), C([0, 了 T], 52))， 
且 范 数 也 仅 依赖 于 p， 事实 上 ， 由 稠密 性 ， 我 们 只 需 考 虑 fe C([0,T],L9) 的 情 
形 . 再 通过 选取 正则 化 序列 ， 还 可 以 进一步 假设 fe€ C([0,7T],H1). 于 是 ， Bj € 
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C(I0,T], H1). 用 (,.) 表示 [2 中 的 内 积 ， 利 用 定理 3.2.10 知 ， 对 所 有 te [0, 了 ,成 
了 


| 有 = 1 Qt- st)as, [ Qtt— fo)de) 
a [ [ (Q(t — s)f(s), QE — o)f (0))dods 
和 上 上 (f(s), Q(s — o)f(o))dods = 上 GO 
0J0 0 
先 关于 空间 变量 ， 再 关于 时 间 变 量 利用 Halder 不 等 式 ， 并 利用 第 二 步 的 结论 知 
or (OB < fly leorlies < CDN, vte lo 


结论 成 立 . 
第 四 步 “ 类 似 可 证 ， 更 , @: e L(L?((0,T), 59), C(0 旭 ,Z2)), 且 范 数 也 仅 依 
赖 于 zy. 
第 五 步 ”证 明 对 所 有 的 容许 对 (p,q), 算 子 更 e CULI(0,T), 7Z2),ZP((0,T),Z9))， 
且 范 数 也 仅 依赖 于 p. 事实 上 , 取 ”e 严 ((0,T), 59 )nC([0, 了 ,H') 满足 |pllyp,w < 
1. 因为 B84 e C([0,7T], 2?) ( 见 第 三 步 ), 所 以 


[ mf, Brpdrdt = [ mg p(t))dt 
- [ fa (£ — s)f(s), p(t))ydsdt 
= { {YQ rt)asat 
= { {V6%), 6 ~ oatds 


2 
= 人, we)ds 


又 因为 | 和 pj.2 < CO)llellzxw < C(p) ( 见 第 四 步 ) 所 以 利用 Cauchy-Schwarz 不 
等 式 从 上 式 推出 


T 
| 上 Re 上 Brpdrdt 
0 RN 


于 是 由 注 8.3.2 知 ， 结 论 成 立 . 
第 六 步 ”证 明定 理 的 结论 ， 设 (7,p) 是 一 个 容许 对 . 由 第 一 步 和 第 三 步 知 


® € L(LY ((0,T),L?), C(O,T], £2)) NL(LY ((0,T), L? ), LY((0, T), L?)). 


< flsszlYyllrs.2 < COP)N fs. 
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若 (p,q) 是 一 个 容许 对 ， 满 足 2 < gq < p. 取 9 € [0,1], 使 得 
1 0 1-90 1 0 1-90 


— 一 ss 一 一 一 一 一 


q 1 2 p 7 oo 
先 关于 空间 变量 ， 再 关于 时 间 变 量 利用 Halder 不 等 式 ， 得 


-0 
| 本 7|zgs < lBslLe lsllie. < Clp, Vf». 


由 此 知 ，® € LA(LY ((0,T),L?),L?((0,T), 59)). 车 (p,q) 是 一 个 容许 对 , 满足 p < 4. 
选取 1.€ (0,1), 使 得 


由 第 一 步 和 第 五 步 知 
® € L(L? ((0,T), L), L?((0,T), L)) N LCL (CO, T), 1), L?((0, T), £9)). 


再 利用 内 插 定 理 推 知 ， 对 于 9 e (0, 1) 以 及 所 有 满足 


Se 
o 1 p' ， 6 2 


g/ 
的 (0, 小， 有 Be L(L°((0,T), 1°), L?((0, 7T), 5)). 若 取 5 = 1， 则 oc=~Y,6=p' 从 
而 
® € L(LY ((0,T), Te) L?((0,T), £9)). 

证 毕 . 

推论 8.3.2 设 (y,p) 是 一 个 容许 对 ， Je C([0, 了 TL2)nWhY((0, 了 T), L?). 那 
么 ®; € C(O,T], H2)N C0,T), L2). 

证 明 显然 ，f e WH1([0,T], 瑟 ~1). 再 由 定理 3.5.7 知 ，®y € C([0,7 了 T], 五 )mn 
C7([0, 了 T], 五) 并且 满 足 
Soy =iAmr 十 儿 vte [0,T]. (8.27) 
此 外 ， 还 有 

$0 = 人 ooJjC- ads 


因此 


Sos) = QOFO) + { QF sds = Br() + QO). 人 2 
0 
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由 定理 8.3.1 及 (8.28) 式 知 ， 更 je C1([0,7T], 2). 再 由 (8.27) 式 和 f € C([0,7T], 2) 
知 ，AGB: e C(I0,T], 2). 从 而 Bj e C([0, 了 T], H?). 证 毕 . 

定理 8.3.3 设 pe I2. 那么 对 所 有 的 容许 对 (p,q), 有 Q()p e LP(R,L9). 此 
外 ， 存 在 仅 依赖 于 p 的 常数 C(p), 使 得 


le@C)ellzsamrzo < 和 Cjlel， voer’. 
证 明 ”该 定理 的 证 明 与 定理 8.3.1 类 似 ,这 里 只 给 出 证 明 醒 概 ， 令 
Ar 的 = {Qtt- afds, rs= {Qf 
同 于 定理 8.3.1 的 证 明 中 的 第 一 步 ， 可 证 
larllzeezo < Cf les gee) 
同 于 定理 8.3.1 的 证 明 中 的 第 三 步 ， 可 证 
Irrla < Nhew ie). 
注意 到 
.Qe veo)at| = |(%, 大 ecowgat|<co)lelzlylzvezoy 

因此 利用 注 8.3.2, 并 同 于 定理 8.3.1 的 证 明 中 的 第 五 步 ， 就 可 推出 最 后 结论 
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取 Q = RN. 本 节 之 目的 ， 是 把 定理 8.2.1 推广 到 一 般 的 非 线 性 函数 g. 下 面 ， 
我 们 总 假设 9 : 了 + 一 RR, 满足 9(0) = 0, 并且 存在 常数 天 > 0 和 a > 0, 满足 
a(N 一 2) < 4 使 得 


lg(z) — gy < K(I+|zl + yr-y, Vr,yeRi. 


按照 (8.12) 式 的 方式 把 9 延 拓 到 整个 复 平面 ， 并 按照 (8.14) 式 的 方式 定义 函数 
G : C 一 RR}. 按照 (8.13) 式 的 方式 ，g 定义 了 一 个 从 List* 到 坟 。 的 上 映射， 同 于 
6.3 节 ， 可 以 证 明 ，g : H! 一 HH"! 是 连续 的 ， 并 且 由 (8.15) 式 定 义 的 泛 函 V 在 
H! 上 连续 . 最后， 按照 (8.17) 式 的 方式 定义 Hl! 上 的 泛 函 B. 本 节 的 主要 结论 是 
定理 8.4.1 对 每 一 个 uo e H1!, 都 存在 m := r(uo) € (0,o0] 以 及 函数 ve 
C([0,m), 互 1), 使 得 对 任意 T < 7o, wv 是 问题 (8.6)~(8.8) 的 唯一 解 ， 此 外 还 有 : 
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@ 如 果 m < co, 则 Jim Ilva = ooi 

(ii ju(b9lla = llwollz 对 所 有 te [0,m) 成 立 ; 

(证 ) E(w(t)) = 五 (wo) 对 所 有 t € [0,m) 成 立 . 
最 后 , 如 果 视 7(wo) 为 五 : 到 (0, oo] 的 函数 , 则 r(wo) 是 下 半 连 续 的 ，% 按 下 面 的 方 
式 连续 依赖 于 初 值 wo: 若 在 H! 中 won 一 wo, 并 记 un 和 4% 分别 是 问题 (8.6)~(8.7) 
以 von 和 wo 为 初 值 的 唯一 解 ， 那 么 对 任意 了 < no, 在 C([0,T], HY) 中 wn 一 vu. 


8.4.1 ”若干 估计 
定义 ke C(C,C) : 
| g(z)， 如 果 |z| < 1 
k(z) = 
zg(1)， 如 果 |z| > 1. 
对 于 me N, 定义 gm,hn ecCCC) : 
六 g(z), 如 果 |z| < mm 
9m\2) 二 
元 g(m)， 如 果 |zj> mm 
hm(z) = gm(z) 一 k(z). 
记 
goo =9, ho =g—k. 
对 于 me NU {00), 定义 Gm EC(C,R): 
|z| 
Gm(z) = [ gm(s)ds. 
那么 ， 对 所 有 m e N, 函数 gm 是 整体 Lipschitz 连续 的 ， 对 于 ve H', 定义 
Vn(u) = -/ Gm(u)dz, Ey 尘 芭 
RN 
Emn(u) = 3 / [vulldz + Vn(u), Ew=E. 
RN 
最 后 ， 对 任意 TT> 0, ve L%((0,T), Hi1) 以 及 me NU {co0}, 定义 
t 
Gm(u)(t) = [ Q(t— s)gm(u(s))ds, vt € [0,T7), 
Hm(u)(t) = [ Q(t— s)hm(u(s))ds, Vv te [0,T7)], 
0 


a 0 上 Q(t — s)k(u(s))ds, vte [0,T), 
G(u)(t) = G0) t), H(t) = Hoo(u)(t), VY te [0,7]. 
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适当 改变 K 的 值 ， 容 易 证 明 : 对 所 有 m e NU {oo0}, 以 及 所 有 z,z1,z2 EC 成 


ky 
|gm(z21) — gm(z2)| < K(1+ zi] + |z21°)|z1 — z2l, (8.29) 
|hm(z1) 一 hm(z2)| 和 五 (| 和 + |z2)°)|z1 — z2l, (8.30) 
Ik(z1) — k(z2)| < Kl|z1 一 22|. (8.31) 


下 面 ,我 们 记 6 = 2+o c= 4(2 十 Qa)/(Na). 显然 ，(o,B) 是 一 个 容许 对 . 
引 理 8.4.2 设 M < co. 则 存在 正常 数 C(M) 和 vw, 使 得 对 所 有 mm € N, 以 及 
满足 lullaa, via < M 的 w,v eH', 成立 


|k(w) — k(v)ll2 < CCD) 一 可 >， (8.32) 
hm (u) — hm (vl 和 CGO 性 一 ve， (8.33) 
[gm(w) — gle < CQ)m (8.34) 


证 明 不 等 式 (8.32) 是 不 等 式 (8.31) 的 直接 推论 ， 利 用 H6lder 不 等 式 以 及 嵌 
入 关系 有 H1 一 L6, 由 不 等 式 (8.30) 就 可 以 推出 不 等 式 (8.33). 因为 (N -2)8 < 2N， 
故 存在 9 > 6B, 使 得 (N - 2)g < 2N. 又 因为 
lz| < m, 


0， 
lgm(z) — g(z)| < | (8.35) 


Klzl'+°, |z|>m, 
所 以 


lvl&dz < Kmr-e- 上 lz?dz 


lul>m 


上 lIgm(w) 一 g(ul dz < K 
RN 


< CKm-(oH) vl),. 


ul>m 


由 此 得 不 等 式 (8.34). 证 毕 . 
引 理 8.4.3 设 M < oo. 则 存在 正常 数 C(M) 和 ,使 得 对 所 有 mm € NU {co0} 
以 及 满足 lw ma， ollza < M 的 U,V € H's 都 成 立 


[Vn lw) ~ Vn < C(O) (Nu — vll2 + hu — vll2 ™®), (8.36) 
Val) = VO) < C(OM)m*. (8.37) 
证 明 由 估计 式 (8.29) 知 


[Gm(z2) — Gm(zi)| < K(|zi|+ |z2|+ |z1] t+? 十 lz +°)|z2 — zil. 
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再 利用 Ha5lder 不 等 式 得 
[Vn(w) — Vn(o)| < Clullz + vl — v2 + Cul + lvllst®) lw — vlle. 


另 一 方面 ， 根 据 定 理 1.1.4, 对 任意 ve Hi!, 有 


ula < lln lu， 其 中 a=N(5 -3) = (8.38) 
从 而 估计 式 (8.36) 成 立 ， 由 (8.35) 式 推 知 
0， lz| < m, 


[Gm(z) — G(2)| < | Kp Ce 
b 
同 于 估计 式 (8.34) 的 证 明 ， 可 以 推出 估计 式 (8.37). 
引 理 8.4.4 设 M < co, (p,9) 是 一 个 容许 对 . 那么 , 存在 正常 数 C(M,p) 入， 
使 得 对 任意 TT > 0 m e NU {oo}, 以 及 满足 lullz=dom, so，lollz=oor,az 和 M 
的 wwve Ze((0T), H'), 都 成 立 


|) — Kw) leg < C(OM, PT — vhs (8.39) 
ralw) — Hn (ole8s < CCUM PT Yu — vg, (8.40) 
cao — Ge8e < CU PT Mem. (8.41) 


证 明 先 利用 估计 式 (8.26), 再 关于 t 在 [0,T] 上 利用 H6lder 不 等 式 ， 最 后 分 
别 利用 估计 式 (8.32), (8.33) 和 (8.34), 就 可 以 推出 估计 式 (8.39), (8.40) 和 (8.41). 
引 理 8.4.5 设 T>0,weL”%((0,T), H1i NWb%((0,T), H-!), 并 令 


K = max{|lvl| Le(00,7), zy lrod0,T), #8-1)}- 
那么 we C([0,T],Z2), 并 且 成 立 
ult) 一 ww(s)lls < 2 一 slV2， vt,se [0,T]. 
证 明 对 所 有 t,s € [0, 了 T], 我 们 有 
上 人 — uls)Nl2 = (ut) — ws), lt) — vls)) -1 < 2K ult) ~ ws) 


t t 

=2K| / wlo)do)|,, <2K / ee 
9 9 

< 2K2|t— sl. 
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故 结论 成 立 . 
引 理 8.4.6 设 T> 0,w€L™%((0,T), H1) nc(lo,7T], 7Z2). 又 设 g > 2 满足 
q(N 一 2) < 2N. 那么 we C(I0,T], 59), 并 且 


N(1/2—1 1—N(1/2—1 
lulzg < Nullpe(oz) lu ®. (8.42) 


证 明 应 用 不 等 式 (8.38) 于 函数 w(t) = u(t 十 h) 一 u(t)( 用 q 代替 不 等 式 (8.38) 
中 的 8), 即 得 连续 性 .再 把 不 等 式 (8.38) 直接 用 于 函数 w, 即 得 估计 式 (8.42). 
8.4.2 ”定理 8.4.1 的 证 明 


先 证 唯一 性 . 
引 理 8.4.7 设 T>0, wo EHI!. 那么 问题 (8.9) 在 函数 类 L%((0, 了 T), 了 H!) 中 至 
多 有 一 个 解 . 
证 明 假设 u,v e L™”((0,T), HH!) 都 是 问题 (8.9) 的 解 . 由 定理 8.1.6 和 引 理 
8.4.5 知 ， 由 VE C([0, Tl, 52). 令 
9 = sup {te [0,T]:w=wv 在 [0,4 上 成 立 }. 


如 果 0 = 了 ,那么 在 [0,T] 上 w= vw. 下 面 用 反 证 法 说 明 不 可 能 出 现 9 < 了 的 情况 . 
如 果 9 < 了 通过 变换 上 一 上 一 0 不 妨 认 为 6= 0. 令 
M = max{llullz=dom,aD， lullz<oom ,ao 
并 取 (2,9) 是 一 个 容许 对 ， 则 有 
uv=i(Klu) — Kv)) +i0t(uw) — Hv)). 
利用 (8.39) 式 和 (8.40) 式 知 ， 对 所 有 te (0,T], 有 
| — vr < C(M,p) [tl — ve + /oe — vee]: 
依次 取 (p,q) = (co,2) 和 (p,q) = (o,B), 然后 把 所 得 的 两 个 估计 相 加 ， 再 取 t 适当 
小 ， 就 可 以 得 到 


lw-olzzs+lu-alaze=0 
这 与 6 = 0 的 假设 矛盾 ， 证 毕 ， 

引 理 8.4.8 ”对 任意 给 定 的 M > 0, 存在 Tr > 0, 使 得 对 任意 满足 luollz < M 
的 uo e H', 问题 (8.9) 存在 解 ve L%((0,Tm), HH1) NW™%((0,Tm), 昌 一), 并 且 成 
立 
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(1) ulz<oome 1) < 2M:; 

(ii) llu(Dll2 = lwolle, vt €e (0, Tul; 

(这 ) (w(t)) < EB(wo) 在 [0, Tm] 上 成 立 ; 

(iv) 如 果 w 和 w 分 别 是 问题 (8.9) 对 应 于 初 值 ve 和 vo 的 解 ， 并且 jjwollp， 
lvollz: < M. 则 存在 不 依赖 于 M 的 正常 数 KK, 使 得 


lu ~ vse < Kllwo ~ voll>. 


证 明 分 四 步 来 证 明 . 假定 M > 0, uo € Hl!, 并且 满足 jvollg: < M. 
第 一 步 ”构造 逼近 解 . 对 于 mm es N, 函数 gm 是 整体 Lipschitz 连续 的 . 根据 定 
理 8.2.1, 问题 


um(t) = Q(t)juo +iGm(um)(t), tt>0 (8.43) 

存在 唯一 解 um es C([0, 00), H?) nC (0 co), 互 一) 并且 成 立 
lu 人 (ba = uolla, vtz0, (8.44) 
Emn(um(t))= En(uo), Vt>0. (8.45) 


第 二 步 ” 逼近 解 um 的 先 验 估计 . 令 
Tm 三 SUP {t 之 0 : umll eto, m1) < 2M}. 


欲 证 明 ， 存 在 仅 依 赖 于 M 的 正常 数 Tm, 使 得 mm > Tw 对 所 有 mm € N 成 立 . 不 妨 
假设 Tm < 00. 从 而 
jm ma) = 2M. (8.46) 


由 (8.44) 式 和 (8.45) 式 得 
wm (Ol: = lwolli: — 2[Vm (wm(t)) 一 Vi (v0)]. (8.47) 
另 一 方面 ， 因 为 um 满足 
i(Um)i 十 Auvnm 十 gm(um) = 0, 
所 以 ， 利 用 (8.4) 式 ， (8.32) 式 和 (8.33) 式 ， 以 及 Sobolev 贬 入 定理 知 ， 对 所 有 
t € [0, Tm], 成 立 
wml 0,8), H-1) < NAvmllL e008), #1) + Nk(wm)lr oo0,t), H-1) 
+|hm (wm) Lo(0,), H-1) 
< |um|z= oa, H1) + Cilk (Wm) os + Cohom Cwm) Ls, 
< 2M + 2MC(M) + 2MC3C(M). 
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应 用 上 述 估计 式 和 引 理 8.4.5, 从 (8.36) 式 就 推出 , 存在 仅 依赖 于 M 的 正常 数 D(M)， 
使 得 

2Vin(Um(t) — Vn(uo)| < DM) (E22 +t/271), vte [orm]. 
将 其 代入 (8.47) 式 并 利用 (8.46) 式 ， 得 
4M? < M2 +D(M)(m 2 + Th/°). 


因为 o > 2, 故 存在 仅 依赖 于 M 的 正常 数 Tm, 使 得 mm > Tx 对 所 有 m < NN 成 立 . 
显然 
sup {lwr 人 (baa : t € [0,Txl < 2M. (8.48) 


第 三 步 ”序列 {um} 的 收敛 性 . 设 m,k EN. 对 于 t>0, 有 


Um(t) — uxk(t) = iK (um)(t) — Kur) (PD)) + ifHm (Wm)t) — Hm (ux) (t)] 
+ifHm (wx)(t) — Hr (wk)(t)]. 


依次 对 (p,q) = (co,2) 和 (p,q) = (o, 8) 运用 引 理 8.4.4 推 知 ， 存 在 仅 依赖 于 M 的 
正常 数 C(W), 使 得 


wm 一 uxll Lo, + ||wm 一 upll s,s 
< C(M)(1+Tu)(m +k ") 

+C(M)(Tw 十 re (um 一 |, 十 ||wrm 一 uxlzge 小 (8.49) 

适当 改变 Ti 的 值 也 仅 依赖 于 M), 使 得 
CUM)(CWw + Ti/°) < 7 
由 此 估计 式 和 不 等 式 (8.49) 知 ， {wm} 是 L%((0,Tm), 了 2) NL"((0,Tm),LA) 中 的 
Cauchy 列 . 故 存 在 ve C([0, Twy], ?2)NL?((0, Tm), L535), 使 得 在 空间 C([0,Twz],Z2)mn 
L?((0, Tm),L9) 中 有 
Um — 从， (8.50) 


进一步 , 利用 (8.48) 式 和 命题 1.2.14 又 推 知 ，w e L™”((0, Tm); H!) 并 且 结 论 (i) 成 


立 , 根据 引 理 8.4.4, 可 以 在 方程 (8.43) 中 令 mm 一 oo, 进而 推出 , 在 [0,Thx] 上 是 
方程 (8.9) 的 解 . 守恒 式 (让 是 (8.44) 式 和 (8.50) 式 的 直接 推论 . 
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注意 到 (8.50) 式 ， 由 引 理 8.4.3 知 ， 当 m 一 co 时 ， 有 
Vn(un(t) — V(t), vtelo,Twl. (8.51) 
任 取 te [0,Twl]. 因为 在 HI! 中 wm(t) 一 w(t), 所 以 
上 _IVubPdzs liminf 由 Vun(OPdz. (8.52) 


从 而 由 (8.45) 式 ， (8.51) 式 和 (8.52) 式 就 推出 结论 (者 ). 
第 四 步 ” 解 关于 初 值 的 连续 依赖 性 . 设 wo,wvo 满足 luollzz 和 M, wollaa < M， 
vu 和 wv 分 别 是 问题 (8.9) 以 uo 和 vo 为 初 值 的 解 . 我 们 有 


vv=Q()(vo — vo) +ik(y) 一 Ko)+i0tw — Hv), telo,Tul. 


依次 取 (p,q) = (co,2) 和 (p,q) = (o, 6), 利用 定理 8.3.3 估计 上 式 右 端 的 第 一 项 ， 利 
用 引 理 8.4.4 估计 上 式 右 端 的 后 两 项 ， 这 样 就 推出 ， 存 在 正常 数 K 和 仅 依 赖 于 M 
的 正常 数 C(M), 使 得 


性 一 oz 十 局 一 加 zz 


< Klluwo — volla + CM) (Tu + T°) (Ne — vgs + le — vse ). 
取 Tw 适当 小 ( 仅 依赖 于 M), 使 得 
OM) (Th + TY) < 


那么 结论 (iv) 成 立 . 

注 8.4.1 在 引 理 8.4.8 中 ， 如 果 初 值 vo。 e H?, 那么 we C([0,Tw], H?) 咯 
C1([0, Tu], £2). 

该 注 的 证 明 可 以 参见 文献 [5] 的 第 7 章 . 

引 理 8.4.9 设 T>0,wo€E Hi!. 如 果 we LL”((0,T),H!) 是 问题 (8.9) 的 解 ， 
那么 we C([0, 了 ,HH')n CW(0,T], 且 下 ), 并 且 成 立 

GD llu()ll2 = llwolle, vt € lo 了 

(i) E(u(t)) = E(wo), vt €e [0,T]. 

证 明 第 一 步 ” 证明 守恒 式 (i) 和 (ii). 首先 ，w: [0, 了 一 ?是 弱 连 续 的 . 取 
M =|ullLw(co,7T),H1) 及 


0 = sup{t € [0, 了 Tj: 在 [0, 旭 上 (i) 和 (让 都 成 立 }. 


180 第 八 章 “” Schrsdinger 方程 


下 证 9 = 了 工 . 假设 0 < 卫 , 利用 变换 上 一 上 一 0, 不 妨 认 为 0 = 0. 于 是 存在 6 e (0,Thx)， 
使 得 
| lu) 一 llwoll2| 十 | 有 (wu(O)) — E(uo)| > 0， (8.53) 
这 里 的 Tw 由 引 理 8.4.8 给 出 . 设 v 是 由 引 理 8.4.8 所 确定 的 问题 (8.8) 以 wo 为 初 
值 的 解 . 因为 6 e (0,Tm), 所 以 利用 引 理 8.4.7 知 ， 在 [0,6] 上 ，w = wv. 根据 引 理 
8.4.8 的 结论 (让) 和 (过 ), 又 得 到 ||ju(6)||2 = llwollz, E(w(6)) < EB(wo). 因此 ， 不 等 式 
(8.53) 等 价 于 
E(u(6)) < E(uo). (8.54) 


定义 w(t) = w(6 二 如 ,te€ [0,5]. 因为 .满足 方程 (8.10), 所 以 w 满足 
iw + Avw + g(w) = 0， a.e. te [0,T]. 


根据 定理 8.1.6, 在 [0,5] 上 w 满足 相应 的 (8.9) 式 (用 w(0) 代替 wo)， 又 因为 
lo(olla = wolla 和 M, 所 以 由 引 理 8.4.7 知 ， 在 [0,6] 上 w 与 由 引 理 8.4.8 
所 给 出 的 问题 (8.9) 的 解 相 同 (以 w(0) 为 初 值 ). 因此 ， 五 (w(5)) < E(w(0)) ( 引 理 
8.4.8 的 结论 (这)), 即 (wo) < E(wu(6)). 这 与 (8.54) 式 矛 盾 ， 故 结论 (i) 和 ( 记 ) 成 
芯 . 

第 二 步 ”证 明 解 的 正则 性 . 由 于 w%: [0, 了 一 瑟 ! 弱 连 续 , 结论 (i) 说 明 ，w: 
[0,T] 一 到 连续 .从 而 由 (8.36) 式 知 ，V(w) : [0,T] 一 RR 也 连续 . 利用 结论 (ii) 
又 推 知 ，|lul|lg: :” [0,T 一 RR 连续， 于 是 we C([0, 了 T,H1). 再 由 定理 8.1.5 知 ，w 
满足 问题 (8.6)~(8.8). 因此 we€ C(I0,7T], H1) cl(0,7T],H-1). 

注 8.4.2 在 引 理 8.4.9 中 ， 如 果 初 值 uo。€ H?, 那么 ve C(0, 如 ,万 2) mn 
C1([0, T], £2). 

该 注 的 证 明 可 以 参见 文献 [5] 的 第 7 章 . 

最 后 完成 定理 8.4.1 的 证 明 ， 利用 引 理 8.4.7 和 引 理 8.4.8, 同 于 定理 4.2.5 和 
定理 4.2.8 的 证 明 可 推 知 ， 存 在 满足 性 质 (i) 的 唯一 极 大 定义 解 u € C([0, 70), HY). 
性 质 (i) 和 (ih) 可 由 引 理 8.4.9 直接 得 到 , 下面 证 明 解 关于 初 值 的 连续 依赖 性 .， 假 
设 wo, uon e H!, 且 在 Hi 中 won 一 wo. 又 设 w 和 wn 分 别 是 问题 (8.9) 以 wo 和 
uon 为 初 值 的 极 大 定义 解 . 下面 只 需 证 明 ， 对 任意 的 了 e (0,m), 当 n 适当 大 时 ， 
Tn := 一 T(uon) > T, 并 且 在 C([0, 了 T, HB!) 中 wx 一 w. 事实 上 ， 记 


M = dullL 0,7),H1), 


0(n) = sup {t € [0,7n) : t < T, lunliw0t, m1) < M}. 
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取 友 EN 及 6 > 0, 使 得 5 和 Ti k6 = 了 ,其 中 Tw 由 引 理 8.4.8 确定 . 因为 60(n) 入 了， 
所 以 利用 引 理 8.4.8 的 结论 (iv), 容易 推出 


| 一 un| za < K™*|luo — Uon||2. (8.55) 


现在 证 明 ， 当 n 充分 大 时 ， 9(n) = T. 由 于 当 n> 1 时 ，|luonllz: < M/2, 因 
此 利用 引 理 8.4.8 的 结论 (i) 推 知 ， lwnl|Lw(oTwa),H1) 和 M. 从 而 当 n > 1 时 ， 
0(n) > Tu/2 > Tx. 不 失 一 般 性 , 假设 lim 0(n) = 9 e [Tm,7T]. 任意 固定 te (0,0). 
那么 当 n 适当 大 时 wn(t) 有 定义 . 由 (8.55) 式 知 ， 在 到 中 ，wn(t) 一 w(t). 男 一 方 
面 ， 有 
E(un(t)) = E(von) — E(uo) = E(u(t)). 

同 于 引 理 8.4.9 的 第 二 步 的 证 明 可 以 推出 , 在 五? 中 w(t) 一 w(). 特别 地 , 当 n > 1 
时 lwn 人 的 lz < M/2. 再 利用 引 理 8.4.8 的 结论 (i) 又 得 到 9(n) > min{T, t+ Tm/2}. 
由 t+<9 的 任意 性 知 ， 当 n>1 时 9(n) = 工 . 因为 7 是 wn 的 最 大 存在 时 间 ， 所 以 
Th>T, Vn>l. 

接 下 来 证 明 ， 在 C([0, 了 T], 有 H') 中 ， wn 一 4. 采用 反 证 法 . 假设 存在 如 e [0, 了 7] 
和 < > 0, 使 得 wn(tn) 一 w(tn) 中 1 > e. 不 妨 认为 tn 一 te [0,7]. 于 是 


||un(tn) ~ v(t) > /2, n> 1. (8.56) 
由 于 ve C([0, 了 T], 52), 因此 根据 (8.55) 式 知 ， 在 [2 中 ， wn(tn) 一 w(t). 进一步 ， 
还 有 
E(un(tn)) = E(uon) — E(uo) = E(u(t)). 
同 于 引 理 8.4.9 的 第 二 步 的 证 明 可 以 推出 ,在 H? 中 wn(tn) 一 u(). 这 与 (8.56) 式 
矛盾 ， 从 而 定理 8.4.1 得 证 . 
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假设 0 = RN, 函数 9 满足 8.4 节 的 条 件 . 同 于 前 面 的 热 方程 和 波动 方程 ， 我 
们 将 建立 两 类 关于 解 的 整体 存在 性 结果 .一 类 是 对 函数 g 不 附加 其 他 条 件 ， 证 明 
当初 值 很 小 时 ， 解 整体 存在 ， 另 一 类 是 对 函数 9 的 增长 阶 附加 一 定 的 条 件 , 证 明 所 
有 解 都 整体 存在 . 

定理 8.5.1 存在 正常 数 5 和 K, 使 得 当 luollm: 和 5 时， 有 


7m = 00， 并且 sup | 人 (| < Kllwuollai. 
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证 明 首先 ， 我 们 有 
G(z) < Alz|? +Blzl?+°, vzeC. 
不 妨 假设 a > 0. 于 是 
21V(w)| < Cllwl2 + Dllwl*, vweH:. (8.57) 
设 uo e Hl!, wv 是 问题 (8.9) 以 wo 为 初 值 的 解 . 记 
f(t) = lvDlin, te [om)， 
根据 定理 8.4.1 的 守恒 式 (ii) 和 (说 ), 我 们 有 
f(t) < fF(0)+2V(vo)| +2IV (u(t)|, Vte {0,7). 
记 < = a/2. 利用 不 等 式 (8.57) 以 及 到 范 数 的 守恒 律 ， 从 上 式 推出 
f(t) < f(0) + 2Cf(0) + Dfite(0) + Dfite(t), Vte {0,7o). 
因此 ， 当 f(0) < 1 时， 就 有 
f(t) < MF(O)+ Dfte(t), vte {0,7n), 


这 里 的 M = 1+2C 十 D. 余下 的 证 明 同 于 定理 5.2.16 的 证 明 中 的 最 后 部 分 . 
定理 8.5.2 假设 存在 0 < 7 < 4/N 和 正常 数 4, B, 使 得 


G(z) < Alz|? + Blz|2+", VYz EC. 


那么 ， 对 任何 wo e 五 1 有 70= oo, 并且 sup ut)llg: < o%. 
证 明 首先 ， 对 任意 we H!, 有 


IV(w| < 4/ wpaz + Bf lwl2+"dz. 
RN RN 


利用 内 插 不 等 式 (定理 1.1.4) 推出 


1+ 和 -多 有 
IV(w)| < A/ lwl2dz+C (/ olds) (/ |vwpdz) (8.58) 
RN RN RN 


设 uo EH!,w 是 问题 (8.9) 以 wo 为 初 值 的 解 . 记 


f(t) = Vut)l2, te foo) 
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由 能 量 守恒 律 得 
j 昌 和 2B(uo)+2IV(u)|， vte [0,7). 
利用 不 等 式 (8.58) 以 及 Z 靖 范 数 的 守恒 律 ， 又 得 到 
fl(t) < CE(u0) + Ov)f T(t), Vvtel[0,n). (8.59) 


因为 NT < 4, 故 结论 成 立 . 
注 8.5.1 当 7=4/N 时 ， 不 等 式 (8.59) 成 为 


f(t) < CE(uo) + Clluolld F(t), vte [0,7). 


所 以 当 jluoll2 和 工时， mo = oc. 
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非 线性 Schr6dinger 方程 的 爆破 结果 基于 下 面 的 命题 . 

命题 8.6.1 假设 wo € H', wv € C([0, 70), HH1) 是 问题 (8.9) 的 解 . 如 果 |.|wo(.) € 
三 那么 |) €E C([0,70), 0) 函数 上 | : 性 €E C2*([0,70)), 并 且 对 任意 
ie [0, 70), 还 有 


d 
1/ [zl2|w(t, zl2dz = —4(iz : Vu, vw) = 4m 人 Uz: Vudz, (8.60) 
dt RN RN 


2 
/he Da = 16B(u(D) —4N {gllult oDlult, olds 
+8(2+N) G(ult, 2))dz. (8.61) 
RN 


为 证 命题 8.6.1, 我 们 需要 下 面 的 两 个 引 理 . 

引 理 8.6.2 假设 wo € Hi!, we C(I0,70), 8H!) 是 问题 (8.9) 的 解 . 如 果 |:|uo(*) E 
有 到, 那么 | u(t,-) e C([0,70), 2), 函数 上: u(t,-)# & C (om)), 并 且 等 式 (8.60) 
成 立 . 

证 明 对 于 0<e<x1, 如 下 定义 函数 ge 和 pe: 


be(r) = re 一 er /2, pe(r) = r2e 一 er ， 


其 中 7= |zl. 令 
felt) = 上 lgsul2dz， te [0,mo). 
RN 
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显然 ， fe € C1([0,70)), 并 且 对 所 有 te [0, 70), 成 立 
fi(t) = 2(0eu, Qe)H1,H-! 一 2(peu Ut) Hi,H-1 = 2(ped, iAu + ig(u)) Hi,H-1 
= 2(peui iAv) Hi,H-1 = —2(pe Vu, iVu) — 2(uV pe, iVu) 
= —2(uVpe, iVu) = -2(upe~, ivVu). (8.62) 
易 验证 ， 存 在 与 无 关 的 正常 数 C, 使 得 |ps(7)| < C9e(7), 从 而 有 
f(t) < 2Clult) la fe ?2(t). 


由 此 推出 ， 对 于 任何 < 70, 大 全 在 [0,7] 上 一 致 有 界 ， 因 为 f(s) 关于 < 单调 并 
且 当 < 一 0+ 时 ， 有 
fg 一 人 Petz)Paa 


所 以 利用 单调 收敛 定理 知 


A zl? w(t, zl2dz < co， Vte[o,7m)， 
RN 


并 且 对 任意 的 TT< 7o, 在 [0,T] 上 ||w(t,-)2 有 界 . 从 0 到 te [0,70) 积分 (8.62) 
式 ， 我 们 有 


felt) = fe(0)— sf ((1— er2)e™er Tt， = ‘Vu)dt, vtEe {0,7). 


令 e、0, 得 
上 [zl2|u(t, z)|2dz = 人 |z|?luwo(z)l2dz 一 sf iz . Vu)dt, Vv t € [0, 70). 

RN RN 0 
由 此 知 ， 函 数 | |u(t, ") 咱 在 [0, 70) 上 连续 ， 函 数 上 | : lu(t, -) 上 3 在 [0, 70) 上 连续 可 
微 ， 并 且 等 式 (8.60) 成 立 ， 引 理 得 证 . 

5 | 理 8.6.3 假设 20 € 万 2， UE C([0， 70), H?) 是 问题 (8.9) 的 解 . 如 果 |: |wo(:) € 
三， 那么 | ") < C(0,mo)， I?), 函数 | E wb ") 2 € C2([0, 70)), 并 且 等 式 (8.61) 
成 立 . 

证 明 分 三 步 来 证 明 . 为 了 书写 方便 , 在 以 下 的 证 明 中 , 我 们 用 wr 表示 Vw 
其 中 7 = |z|. 

第 一 步 ” 设 9€ S(RN) 是 径 向 对 称 的 实 值 函 数 .对 于 了 >0 及 wv € C([0, 了, 五)mn 
C1([0,T], 2), 令 h(t) = (row iu) te [0, 了 TI. 和 欲 证 he C1([0, 了 T]), 并 且 成 立 


h(t) = (ui i(2rOur + (NO+7O)u)), vtel0,Tl]. (8.63) 


48.6 非 线性 Schr6dinger 方程 的 初 值 问题 ， 有 限时 刻 爆 破 185 
事实 上 ， 当 we C1([0,70), H') 时 ， 显 然 有 he C1([0, 了 T]), 并 且 成 立 

h(t) = (rOwue, ivwr) + (rOu, iwer) = (we, irOur) + (Ou, iz-Vus), vtel[0,T]. (8.64) 
注意 到 


(0u, 这. Vu:) = mf Ouz . Viiedz, 
N 


bur: Vilt = V : (0uit) 一 Nbua — Gi 5 . Vu — rw, 
我 们 有 
(bu iz:Vus) = (ut, i(07:Tut(NO+rO )u)) = (ui i(rOur+(NO+rO)u)), vtel[0,T7] 
将 其 代入 (8.64) 式 就 推出 (8.63) 式 ， 再 由 (8.63) 式 知 
h(t) = h(0) 十 [ (we, i(2rOur + (NO + ru)dt, vtelo,T). (8.65) 


利用 稠密 性 推出 ， 当 ve C([0, 了 T, H') 六 C7([0, 了 T], 牙 ) 时 ， (8.65) 式 仍然 成 立 ， 从 
而 he Cl([0,T]) 并 且 (8.63) 式 成 立 . 

当然 , 对 于 引 理 中 的 而 言 , 函数 h(t) = (rbu, iur) 属于 C™([0,70)), 并 且 (8.63) 
式 成 立 ， 故 有 


h(t) = (Au 十 gl 2rgur + (NO + 70')u), vt € [0, 7). (8.66) 
第 二 步 ”证 明 对 于 wv€ H?, 下 面 的 关系 式 成 立 : 
(Au + g(u), 2r0ur + (NO + 70)u) 
3 2 ee 
-2 人 _glvuPdaz+N 上 ~ Olo(lu) lul — 2G(wldz 
+/ rb'(g(lul)lu| — 2G(u) — 2|url?)dz 一 Re 上 [(L 上 +N)0 +r0"]uriidz. (8.67) 
RN RN 
利用 稠密 性 ， 我 们 只 需 考虑 ve 了 的 情形 .此 时 


(glw), (NO +r0')w) = (Ne +r0")g(luD) lulds, (8.68) 


(g(u), 2r0ur) = Re 上 2r0g(u)iirdz = 上 2r0G (wu)rdz. 
RN RN 


因为 
2r0G(u) = 207 .+ VG(u) = VY : (270G(u)) — 2(NO + 70)G(u), 
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所 以 
(g(u), 2r0guwr) = 一 2 人 ve +70)G(u)dz. (8.69) 


另 一 方面 ， 直 接 计算 知 


(Au, (NG+rO')u) = 一 上 (NO+r0)|Vul?dr—Re 上 [GAN)6' 十 rev]uniadz，(8.70) 
及 六 RN 


(Au 2rgu) = _(29Vu V(rur)) 一 2 / rO' usl?dz. (8.71) 
RN 
注意 到 下 面 的 等 式 : 


Re(20Vu: V(rir)) = Re(20Vu: V(r : Va)) 
= [(2— N)6 —r0]|vul + v: (zo|vul?), 


从 (8.71) 式 推出 
(Auw, 2rbuwr ) = 人 [(N — 2)0 + 7r0"]|vul?dz — 2 / rg'lwr| dz. (8.72) 
RN RN 


应 用 (8.68)~(8.70) 式 和 (8.72) 式 ， 就 可 以 得 到 (8.67) 式 . 
对 于 引 理 中 的 函数 wv 而 言 ， (8.67) 式 当然 成 立 . 利用 (8.66) 式 和 (8.67) 式 得 


W(t) = -2 上 _glvulPdz+N ~ ola(lu)lul 一 2G(oldz 
+ 人 rod 加 -2G(o ?raz 
RN 
_Re | [4 Nb + r0"Juidz, Vte [0,n). (8.73) 
RN 


第 三 步 ” 取 b. =e-e”,0<ezx1. 那么 Il9.| < 1， lim Oe 二 1. 易 证 ，|r9‘| 入 C， 
让 
1 
lm ree = 0 并 且 


|1+N)b +roc < C， lim |((1 + N)0: +r0’|=0. 
用 0。 代替 (8.73) 式 中 的 0 并 记 其 右 端 为 fe(t). 则 有 
(rOeu, iur) = (rOeuo, iuor) 十 上 fe(s)ds. (8.74) 
0 
此 外 ， 对 任意 的 了 < m, 函数 fe 在 [0,T] 上 有 界 ， 并 且 满 足 


lim fe() = -2 人 _Ivupaz+N 上 [ellu) lul ~ 2G(wldz. (8.75) 


习题 八 
由 能 量 守恒 关系 知 
一 2 人 |Vwl2dz 十 nf, [gl(lw)lu| ~ 2G(u)]dz 


= _4E(u(t) +N 人 gllu)luldz — (2N + . ~ Glwdz. 


在 (8.74) 式 中 令 e、 0, 并 利用 上 式 和 (8.75) 式 得 
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Ce [ (4B(u(O)-N 上 gllu)luldz+ (2N+4) 上 - cad】 网 


从 (8.60) 式 和 (8.76) 式 就 可 以 推出 (8.61) 式 ， 引 理 得 证 . 


(8.76) 


命题 8.6.1 的 证 明 根据 引 理 8.6.2, 为 了 说 明 命题 8.6.1 的 结论 成 立 ， 只 需 证 
明 函 数 | |u(t,-) & C2([0,70)), 并 且 (8.61) 式 成 立 . 取代 < no, uon e H?, 使 得 在 
Hl! 中 won 一 uo. 记 (8.9) 式 对 应 于 won 的 解 为 un, 其 最 大 存在 区 间 为 [0, 7%). 由 定 
理 8.4.1 知 ， 当 n 污 1 时 ，7 >T 工 并 且 在 C([0,T, Hi) 中 wr 一 w. 对 于 te [0, 了 TI 
和 wn 而 言 ， (8.76) 式 成 立 ， 在 该 式 中 令 n 一 co, 就 推出 ，% 也 满足 (8.76) 式 . 再 


由 (8.60) 式 和 (8.76) 式 就 可 以 推出 ，% 满足 (8.61) 式 . 
定理 8.6.4 假设 9 满足 8.4 节 的 条 件 ， 进一步 假设 


sg(s) > 十 ) G(s), vs>0. 


如 果 uo E Hi 满足 |: |vuo(:) EL2, E(wo) <0, 那 么 To0< oo. 
证 明令 
f(t) = 上 lzPlutt edaz， te [0,70). 
从 (8.61) 式 ， (8.77) 式 和 能 量 守恒 式 推 出 


f"(t) < 16E(wo), t € [0, 70). 


由 此 得 到 


f(t) < fF(0) +tf’(0) + 8t2E(vo), te {0,7). 


因为 f(t) >0, E(wo) <0, 故 70< co. 


习 题 八 


8.1 证 明 引 理 8.1.1. 
8.2 证 明定 理 8.1.6. 


(8.77) 
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8.3 证 明 (8.16) 式 . 

8.4 证明 (8.18) 式 . 

8.5 证 明 (8.21) 式 . 

8.6 仿照 定理 5.2.16, 把 定理 8.5.1 的 证 明 补 充 完整 . 

8.7 取 函 数 g(s) = alsl*s, 其 中 a > 0 满足 (N 一 2)a < 4, a 关 0. 初 值 wo e H!. 试 对 
aa 的 各 种 情况 ， 讨 论 问题 (8.9) 的 解 u 的 整体 存在 性 和 有 限时 刻 爆破 . 

8.8 ”假设 初 值 uo e H!', 且 满 足 | .|uo(.) e 2. 记忆 是 问题 (8.9) 的 解 . 定义 


oe / I(z + 2itV) u(t, oj2dz — 8 上 人 
RN RN 
试 证 明 ， f € C1([0, 70)), 并 且 成 立 
f(t) =4t 上 [Ng(luD)lul _2(N +2)G(w]dr, te [0,70). 
RN 
8.9 在 上 题 中 ， 如果 g(s) = Mstt4N, 试 证 明 f() =f(0) = 人 lePluo(m)Pac 


8.10 设 g(s) = alsl*s, 其 中 a>0 满足 (N 一 2)a <4, 初 值 wo € H!. 如 果 a < 0, 初 值 
uo 满足 | : |uo(.) e L2. 试 证 明 ， 存 在 正常 数 C, 使 得 问题 (8.9) 的 解 满足 


人 ce 
lu 人 blare < Ot tr, Vt>0. 


(提示 : 分 a > 4/N 和 a < 4/N 两 种 情况 分 别 讨论 ). 
8.11 在 习题 8.9 中 , 令 


De ol et ei 
斌 证明 


f(t) = 8t° E(v(t)) > 8t E(u(t)|). 
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